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摘  要 

本文研究了资格迹方法在马尔科夫跳变线性系统的最优二次控制问题(MJLS-LQR)中的应用。常见的方法

通过求解耦合的代数黎卡提方程得到最优控制，并不直接优化策略参数。本文在无模型强化学习方法的

基础上引入资格迹，直接优化策略参数。考虑参数已知和参数未知两种情况下，MJLS-LQR问题的资格迹

方法。参数未知时，无法利用系统参数信息精确表示资格迹，本文利用零阶优化定理近似资格迹，这可

以将问题扩展至代价函数非凸的情况。在有限时域和高斯噪声的条件下，分别给出了两种情况下算法的

全局收敛保证。数值模拟结果显示资格迹方法与梯度下降算法相比收敛更快。 
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Abstract 
This paper studies the application of eligibility trace methods in the optimal quadratic control 
problem of Markov jump linear systems (MJLS-LQR). Common methods obtain optimal control by 
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solving coupled algebraic Riccati equations, rather than directly optimizing policy parameters. 
Based on the model-free reinforcement learning method, this paper introduces eligibility traces to 
directly optimize policy parameters. The eligibility trace method for MJLS-LQR problems is consi-
dered under two scenarios: known parameters and unknown parameters. When the parameters 
are unknown, the system parameter information cannot be used to accurately represent the eligi-
bility trace. This paper utilizes the zero-order optimization theorem to approximate the eligibility 
trace, which can extend the problem to non-convex cost functions. Global convergence guarantees 
for the algorithms under both scenarios are provided under the conditions of finite time horizon 
and Gaussian noise. Numerical simulation results show that the eligibility trace method converges 
faster compared with the gradient descent algorithm. 
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1. 引言 

控制理论的一个重要问题是，当系统动力学发生变化时，保证控制系统仍然满足某些预期中的性能

要求。这些变化可能由外部环境干扰导致，也可能由系统内部的故障或子系统间连接故障引起。当干扰

因素对系统的影响较小时，通过在系统状态方程中引入随机噪声项描述此类不确定性。然而，情况更加

复杂时，这种方式无法有效刻画干扰对系统的影响，导致控制反馈的有效性降低，计算成本也会大幅增

加，随机跳变系统[1] [2]能够更好地描述这类问题。 
马尔科夫跳变线性系统(Markov Jump Linear System, MJLS) [2]是一类重要的随机系统，在通信、控制、

金融等领域有广泛的应用。MJLS 具有多个模态，在理想条件下，系统在各个模态之间的跳变转移通过

马尔科夫链建模。在复杂的场景中，假设系统在有限的多个模型之间随机转移有确定的概率分布，即从

一种模型状态跳转到另一种模型状态的概率是确定的。 
在 MJLS 的最优控制问题研究中，常用的方法通过求解一组耦合黎卡提方程组获取最优控制。然而，

当系统参数部分已知或未知时，无法取得良好的效果。Tzortzis [3]等研究了模态转移概率不确定情况下，

为转移概率矩阵设置模糊集研究 MJLS 的最优控制问题。文献[4]基于矩阵不等式方法研究了系统模态无

法有效观测的情况，文献[6] [7] [8]基于黎卡提方程研究了 MJLS 的最优控制问题。随着研究深入，关于

转移概率部分未知的离散时间和连续时间马尔科夫跳变线性系统的稳定性问题的理论更加成熟[5] [10]。
强化学习(RL)方法[9]和数据驱动方法在解决不确定动力系统的问题中有较大突破，基于采样数据的方法

成为解决此类随机系统的最优控制问题的有效手段[11] [12]。RL 方法是交互式的学习方法，系统通过与

环境交互积累经验，以最大化数值收益信号为导向，不断从经验中学习，最终得到最优策略(控制)。当系

统动力学参数未知时，RL 中的无模型方法直接利用经验数据学习最优控制而不估计系统参数。参数未知

时，常用滤波方法估计系统状态参数，代替真实参数求解问题。最著名的是卡尔曼滤波方法[13]。Kim & 
Smagin [14]，Marcos [15]，Martins [16]将卡尔曼滤波应用在马尔科夫跳变线性系统中，取得了不错的效

果。虽然目前理论理解仍然不够完善，但无模型方法在 MJLS 最优控制问题中效果突出[18]。 
本文对 MJLS 的策略优化学习方法进行研究，将强化学习和控制理论相结合，提出参数已知和参数
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未知两种情况下的策略优化学习方法。在实际应用中，许多动态系统都具有随机性，如通信网络、电力

系统、飞行器控制系统[17]等。本文在理论上证明了 RL 方法中的资格迹方法的收敛性，数值分析验证了

资格迹方法在 MJLS 最优控制问题中具有较快的收敛性。为解决参数未知的复杂系统的控制问题提供了

有效的解决方案和思路。  
数值分析部分通过数值模拟验证了不同维度的状态空间下，资格迹方法拥有更快的收敛速度。并研

究了资格迹方法中不同衰减参数以及不同模态的系统参数的设置对最终收敛效果的影响。结果显示，衰

减参数在合适的范围内，资格迹方法能够获取的最优控制逼近真实最优控制，且收敛速度优于传统方法。 

2. 资格迹方法 

本文基于 RL 方法中的 actor-critic 框架，基于梯度下降算法提出策略参数优化的资格迹方法[9]，在

策略参数优化的过程中用资格迹代替梯度项。时变策略参数 ( ) ( ) ( )( )0 0 1 1 1 1, , , T TK K Kθ θ θ− −= �K ，考虑如

下有限时域的随机 MJLS-LQR 问题： 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

0

1

min

s.t.

T
T T T
t t t t t t t t T T T T

t
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其中， d
tx ∈� 和 k

tu ∈� 分别表示系统的状态和控制变量， [ ]t T∈ ，初始状态 0x 从分布中随机抽样。

( )t tQ θ ， ( )t tR θ 是正定矩阵参数。 ( ) ( ),t t t tA Bθ θ 和 ( )t tC θ 是具有合适维数的系统矩阵参数，系统模态参

数 tθ ∈Θ，某一时刻的系统模态 tθ 由 ( ) ( ) ( )( ), ,t t t t t tA B Cθ θ θ 给出。假设初始状态协方差矩阵为 

0 0 0
TE x x Σ =  正定，独立同分布噪声序列{ } 1
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假设马尔科夫链上的模态具有时不变转移概率，概率矩阵为 N N
ijπ × Π = ∈  � ： 

( )1 | , , 1,2, ,ij t tP j i i j Nπ θ θ+= = = = �                           (3) 

问题的目标是确定最优策略参数，保证累积代价函数达到最小值。 
定义 ( )t tP θK 为式(4)的解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1t

T
t t t t t t t t t t

T
t t t t t t t t t t t t t t
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= +

+ + +

K

K
            (4) 

不至引起歧义时，本文用 tP 代替 ( )t tP θK ， tA 代替 ( )t tA θ 进行论述。 
命题 2.1：遵循策略参数的累积代价函数可表示为： 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
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定义 ( )( )( ) ( )( )1 1 1 1t tt t
T T

t t t t t tt t tE R B BP K B APθ θθ θ+ + + += + −  ，系统状态协方差矩阵： 
T

t tt x xE  Σ  =                                      (6) 
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累积损失函数的梯度为： 

( )0, 2t t tV x E∇ = ΣK                                      (7) 

证明：从 t 时刻到幕结束的累积代价函数为： 

( )
1
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T
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其中， 
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所以， 
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累积代价函数对策略参数 tK 的偏导为： 
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其中， 

( ) ( ) ( )1
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− = ++∑ ∑ K  

证毕。 

2.1. 参数已知的资格迹方法 

本节讨论有限时域情况下，系统模态参数 [ ],t t Tθ ∈ 和系统参数Ξ已知时的资格迹方法[9]。资格迹方

法在蒙特卡洛方法和时序差分方法的基础上，定义一个与策略参数相同维度的短时记忆向量δ，作为衡

量策略参数K 不同分量的指标。随着迭代次数的增加，参与更新的控制参数的分量对应的资格迹逐渐衰

减，直到这一分量再次参与更新。 
考虑如下优化策略参数的资格迹方法： 
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( )
( )
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其中， [ ]n N∈ 是迭代次数，α 是步长参数，λ 是折扣系数， ( )0 1 1, , ,n n n n
TK K K −= �K 是第 n 次迭代时的控制

序列， ( )0 1 1, , ,n n n n
Tδ δ δ −= �δ 是与之对应的资格迹序列。 
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衰减参数 λ 的取值不同，决定了历史信息对下一步决策的重要程度。 0λ = 时，决策时不考虑历史信

息， 1λ = 时，在决策过程中历史信息与当前信息同样重要。梯度下降算法只考虑梯度更新的平滑度，而

资格迹方法考虑了当前的损失函数和历史策略梯度的关系，能够减少参数更新过程中的错误决策次数。 
引理 2.2 假设任意可行控制 ′K 与K 产生的代价函数均有界，{ } 1
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是由K ， ′K 生成的序列，令 0 0x x x′ = = ，则代价差可表示为： 
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证明见附录。 

引理 2.3 令 { }max max , maxρ ′= − −i i i ii iii
A B K A B K ， t tK K ′∆ = − ， ′K 与K 是任意策略，系统状态

向量的协方差满足下面的关系： 
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其中， { }max max tt
B B= ， max arg max=

T
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证明详见附录。 
上面的分析为收敛保证奠定了基础，证明算法的收敛性之前，引理 2.4 的论证了控制序列经过一次

迭代后对代价函数值的影响。 
引理 2.4 设 *K 是最优至序列， ′K 由K 经一次迭代得到，当 
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证明详见附录。 
经过以上分析，下面给出参数已知时，资格迹算法在 DLQR 问题中的全局收敛性保证。 
定理 2.5 假设 ( )0C K 有界，步长α 满足引理 2.4 的约束，对 0ε∀ > ，当迭代次数 N 满足下述条件： 
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min min

0 0l
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代价函数值收敛至最优值，即： 
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*, ,V x V x ε− ≤KK                                 (14) 

证明：令 1 0 0α= −K K δ ，根据引理 2.4 的结论， 
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( ) ( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1 1 1 2

0 0 0 0 0

1

0 0

1 2

0

10 *

0 0

m
0

in min
0

4 Σ Σ

,

,
, ,

4 Σ

max2 t

T T n T n
n n i n n
t t t

t t i t i

T n Ti i i i
t t t t

t i

T n Ti i i
t t t

t i

T
t t ttt

n C

n Tr E E

T n Tr E

V x

PV x
V x V x

E

R B B
nT

θ

δ λ

σ σ

− − −
−

= = = = =

−

= =

−

= =

+

= ∇ ≤ ∇

≤

≤ ⋅

+
≤ −

∑ ∑∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑



K

K
K K

Σ

K

Q

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( )

( )( ) ( )

*
0 0 0 0

1

1

1 1

0

1
min

0

, , , ,

max

t

t

T
T T
t t t t t

t

T
T
t tT

t

t tt t tt

V

E Tr E R B B E

Tr E E
R B B

x V x V x V x

P

P

θ

θ

σ

− −

+

=

−

=

+

≥

 
= +

′− −

 
 

≥
+

∑

∑





K K

Σ

K K

 

结合引理 2.3 的分析，引理 2.3 中的结论仍然成立，即： 
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将 1n + 次的结果进行累积， 

( ) ( ) ( ) ( )
*

1
2

*min min1 * 0
0 0 0 0

8, , , ,1n

n

V x V x V x V xασ σ
+

+
 
   ≤ −   Σ

− −
K

R Σ KK K K  

对 0ε∀ > ，当 
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( ) ( )*
0 *

min min

0 0l
,

og
8

,V x
N

V x

ασ σ ε

Σ −
≥ K

K

Σ

K

R
 

时， ( ) ( )*
0 0, ,NV x V x ε− ≤KK 。证毕。 

2.2. 系统参数未知的资格迹方法 

本节讨论系统模态 tθ 和系统参数Ξ未知时的资格迹方法。不同模态下的系统参数间差异间需要满足

一定的界限。模态未知，系统使用零阶优化方法近似资格迹，零阶优化方法[19] [20] [21]对目标函数的凸

性没有要求，直接以函数值估计函数梯度。在 MJLS 的最优二次控制问题中，参数未知时，在每一步的

控制上加入随机噪声进行采样来估计代价函数值。目标函数可表示为 

( ) ( )0 0, , ;V x E V xζ ζ =  K K                                (16) 

这里利用带噪声的代价函数值构造梯度的近似无偏估计。令 { }:×= ∈ =�r k d
F rU U ，设  是 r 上

的均匀分布。任意度量 0r > ，以及 ~ U 与ζ 独立，则 ( )C K 的梯度估计[22]为： 

( ) ( )0 0, ,k dV x V x
r

∇ = +
×K K U U                             (1) 

随着 r 越来越小，近似值越来越精确，但 r 过小容易导致方差过大。 
定义 2.5 对给定的 0r > 以及从 { }:υ = ∈ =�r d

F rU U 中随机抽取的随机向量U，I 为采样幕数，λ 是

折扣系数，资格迹的经验近似为： 
1

2
0

1
1

2
0

1 ˆ 0
ˆ

1ˆ ˆ 0

I
i i
t t

in
t I

n i i
t t t

i

D c U n
I r

D c U n
I r

δ
λδ

−

=

−
−

=

 == 
 + >


∑

∑
                            (18) 

其中， 

( ) ( )( ) ( )
1

0
ˆ

T T T Ti i i i i i i
t t t t t t t T T T

t
c x Q x u R u x Q x

−

=

= + +∑  

引理 2.6 假设任意不同控制 ′K 与K 的分量满足： 

( )
( )( ) ( )( )

2
min min

2
mi m x max0 n a

1
min ,

2 1 2 1 ,t t t T
K K K

T BV xT W

ρ σ σ

ρ ρ σ

 − ′ − ≤  
− + + ⋅  K

Q Σ

Q
         (19) 

则存在 

( )( ) ( )
2

2
max max

0
0

1 1 1 1
2 1 1 ,C T VB x

h
W

ρ
ρ ρ

 − ≤ ⋅ ⋅ ⋅ 
+ −  K

 

( )( ) ( )
2

min min
2

max max
0

0

1 1 1 1
2 1 ,1g T

h
VB xW
σ σρ

ρ ρ

 − ≤ ⋅ ⋅ ⋅ 
+ −  K

Q Σ
Σ

 

使得， 

( ) ( )0

1

0
0, ,

T

C t t
t

h KV x V x K
−

=
−′ ′− ≤ ∑K K ， ( ) ( )0

1

0
0, ,

T

t t g t t
t

V x V x h K K
−

=
′∇ −∇ ≤ −′ ∑K K  

定理 2.7 假设 ( )0C K 有界，步长α 满足引理 2.3 的约束，对 0ε∀ > ，当迭代次数 N 满足 
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( ) ( )*
0 *

min min

0 0l
,

og
8

,V x
N

V x

ασ σ ε

Σ −
≥ K

K

Σ

K

R
 

代价函数值收敛至最优值，即： 

( ) ( )0 0
*, ,V x V x ε− ≤KK                                 (20) 

证明与定理 2.4 类似。 
表 1 提出了 MJLS-LQ 问题的资格迹算法。 

 
Table 1. Eligibility trace algorithm 
表 1. 资格迹算法 

算法：资格迹算法 

1. 输入：K ，最大迭代次数 M，采样轨迹数 N，幕长 T，随机项参数 r，维度 D 
2. for 0,1, , 1n N= −� ： 
3.   for 0,1, , 1i I= −� ： 
4.      for 0,1, , 1t T= −� ： 

1) 从 0
ix ∈ 开始，根据 ( ) ( )0 1 1 1

ˆ ˆ, , , , , , ,i i
t t t t t TK K K K K K− − + −= � �K 采样，其中 ˆ i ni

t t tK K U= + ni
t F

U r= 。 

2) 记录 ˆi
tc 。 

5. 计算资格迹的估计值： 
1

2
0

1
1

2
0

1 ˆ 0
ˆ

1ˆ ˆ 0

I
i i
t t

in
t I

n i i
t t t

i

D c U n
I r

D c U n
I r

δ
λδ

−

=

−
−

=

 == 
 + >


∑

∑
 

6. 1 ˆn n nα+ = −K K δ  

3. 数值模拟 

当系统状态空间维数 2d = 时，系统参数为 

1 1 1 1

0.8521 1.11 0.831 1 0
, , , 1

1.035 0.7436 1.002 0 1
A B Q R

−     
= = = =     
     

 

2 2 2 2

0.6984 1.13 0.705 1.105 0
, , , 1

1.025 0.840.65 9 92 0. 21 0
A B Q R     

= = = =     
     

 

系统模态转移概率矩阵为： 

0.9 0.1
0.7 0.3
 

Π =  
 

 

比较资格迹方法与梯度下降算法的收敛情况。在折扣系数 0.1λ = 的条件下，设定指数衰减的步长

参数，时域 200T = ，迭代次数 50N = 和迭代次数 100N = ，代价函数的收敛情况结果如图 1 和图 2 所

示。 
图 1 和图 2 的结果说明，资格迹算法比梯度下降算法具有更快的收敛速度。资格迹方法中折扣系数

的取值对最终结果有显著影响，图 3 展示了 100T = ， 70N = 时不同的折扣系数对算法性能的影响。 
图 4 展示了某次系统模态序列，在本节设定的系统参数下，折扣系数 0.3λ < 时，资格迹算法表现优
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于策略梯度算法，当 0.3λ > 后，结果出现不收敛的情况，随 λ 的增大，收敛更快，但结果不收敛。λ 是

过去梯度信息的权重，说明在这一数值范例中，过去梯度信息对问题求解只能提供少量信息。 
 

 
Figure 1. The convergence of C(K) when d = 2, T = 40 
图 1. d = 2，T = 40 代价函数的收敛情况 

 

 
Figure 2. The convergence of C(K) when d = 2, T = 70 
图 2. d = 2，T = 70 代价函数的收敛情况 

 

 
Figure 3. Cost function error variation with N = 100 
图 3. N = 100 代价函数误差变化 
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Figure 4. System modal sequence 
图 4. 系统模态序列 

4. 结论 

本文研究了无模型强化学习方法在有限时域 MJLS-LQ 问题中的应用，不同于通过解代数黎卡提方程

方程得到最优控制的方法，本文直接优化控制增益，在梯度下降算法的基础上引入资格迹方法，并给出

在参数已知和参数未知两种情况下算法的收敛保证。在初始代价函数有界的条件下，算法可以扩展至无

限时域。数值模拟验证了算法的收敛性，展示了不同参数设置对结果的影响。另一个方向是基于有模型

的强化学习方法，在更少样本量的基础上，进一步达到更好的收敛结果。 
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附  录 

引理 2.2 证明： 
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引理 2.3 证明： 
定义线性算子： ( ) ( ) ( )

t

T
K t t t t t tA B K X A B KX + += ， ( )

1 0t tK K Kt −
Σ = �� � �     

系统状态协方差矩阵为： 
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同理可得： 
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