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摘  要 

代数上的罗巴算子的理论已有丰富的成果。2021年，Guo，Lang和Sheng提出了群上罗巴算子的概念。

最近，作为群上罗巴算子的推广，Catino，Mazzotta和Stefanelli又提出了Clifford半群上的(权为1的)
罗巴算子。本文首先给出了Clifford半群上罗巴算子的一些新性质和新构造方法，然后提出了Clifford半
群上权为−1的罗巴算子的概念，证明了Clifford半群上的罗巴算子和权为−1的罗巴算子之间存在一一对

应关系，推广了群上罗巴算子的相关结果。 
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Abstract 
The theory of Rota-Baxter operators on algebras has been fruitful. In 2021, Guo, Lang and Sheng 
have introduced the notion of Rota-Baxter operators on groups. Recently, as a generalization of 
Rota-Baxter operators on groups, Catino, Mazzotta, and Stefanelli have proposed Rota-Baxter op-
erators with weight 1 on Clifford semigroups. In this paper, we first give some new properties and 
construction methods of Rota-Baxter operators with weight 1 on Clifford semigroups, then pro-
pose the concept of Rota-Baxter operators with weight −1 on Clifford semigroups, and prove that 
there is a one-to-one correspondence between Rota-Baxter operators of weight 1 and −1 on Clif-
ford semigroups. This extends the results of Rota-Baxter operators on groups. 
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1. 引言和预备 

1960 年，Baxter 在[1]中首次考虑了交换代数上的罗巴算子。随后，许多作者对罗巴算子理论的发展

做出了贡献，详情参见[2]。2021 年，Guo，Lang 和 Sheng [3]引入了群和李群上罗巴算子的概念，并给出

这些算子的一些基本例子和性质。在[4]中取得初步突破后不久，许多作者在这个方向上进行了相当多的

研究(参见[5]-[12])。具体来说，Bardakov 和 Gubarev [5]研究了斜左括号与罗巴群之间的关系，并证明了

每个罗巴群都会产生一个斜左括号且每个斜左括号都可以嵌入到一个罗巴群中。2023 年，Bardakov 和

Gubarev [6]给出了群上罗巴算子的不同构造。在[8]中，Das 和 Rathee 研究了罗巴群的扩展和自同构。另

一方面，Gao，Guo，Liu 和 Zhu [9]构造了自由罗巴群，Goncharov [10]研究了上交换 Hopf 代数上的罗巴

算子。最近，Li 和 Wang 在[11]中引入了罗巴系统，并研究了罗巴系统与罗巴群之间的关系。 
2023 年，Catino，Mazzotta 和 Stefanelli [7]定义了 Clifford 半群上的罗巴算子，并将[5]中的一些结果

推广到了Clifford半群。本文的目的是在文献[7]结论的基础上进一步讨论Clifford半群上的罗巴算子。在

给出一些基本概念和结果后，给出了 Clifford 半群上罗巴算子的一些性质和构造方法，然后提出了 Clifford

半群上权为−1 的罗巴算子的概念，证明了 Clifford 半群上的罗巴算子和权为−1 的罗巴算子之间存在一一

对应，推广了文献[1]中的某些结果。 

下面回顾 Clifford 半群及其上面的罗巴算子的一些基本概念和结果。据文献[13]，半群 S 称为逆半群，

若对于每个 ∈a S ，存在 S 的唯一的元素 −a 使得 ( )= + − +a a a a 且 ( )− = − + + −a a a a 。我们称这样的元素

−a 为 a 的逆，对所有 , ∈a b S ，记 ( )+ − = −a b a b 。显然有 ( )− + = − −a b b a ， ( )− − =a a 。逆半群 S 的幂

等元的集合记为 ( )E S 。显然，对每个 ( )∈e E S ，有 = −e e ，易见， ( ) { } { }| |= − ∈ = − + ∈E S a a a S a a a S 。

逆半群 S 称为 Clifford 半群，若 

( )∀ ∈a S  .− = − +a a a a  

此时，我们记 a a a a a= − + = −� 。设 b S∈ ，若对任意 a S∈ ，都有 ab ba= ，则元素 b 是中心的。中

心元素的集合构成了 S 的一个子半群，称为 S 的中心，记为 ( )C S 。 
设 Y 是半格， ,G Yα α ∈ 是一族群。设对 Y 中的每一对满足条件α β≥ 的元素 ,α β ，均存在同态 

, :G Gα β α βϕ → 使得 
(1) 对每个 Yα ∈ ， ,α αϕ 是Gα 的恒等自同构； 
(2) 对所有满足条件α β γ≥ ≥ 的元素 , , Yα β γ ∈ ，有 , , ,β γ α β α γϕ ϕ ϕ= 。 
在

Y
S Gα

α∈
= ∪ 上定义运算 

( ) ( ), , , , .α αβ β αβ α βϕ ϕ+ = + ∀ ∈ ∈a b a b a G b G  

则 S 关于该运算形成 Clifford 半群，称其为群Gα 的强半格，通常记为 ,, ,S Y Gα α βϕ =  。 
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引理 1.1 [13] 设 S 是半群，那么下列条件等价， 

(1) S 是 Clifford 半群。 
(2) S 是群的强半格。 
(3) S 是逆半群且 S 的幂等元都是中心的。 
定义 1.2 [7] 设 S 是 Clifford 半群，R 是 S 到 S 的映射。称 R 是 S 上的权为 1 的罗巴算子，若对任意

的 ,a b S∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), .R a R b R a R a b R a a R a a+ = + + − + =�  

S 上的权为 1 的罗巴算子简称为 S 上的罗巴算子。 
命题 1.3 ([7]，命题 10，注 1) 设 R 是 Clifford 半群 S 上的罗巴算子，那么 

(1) ( ) ( )= ��R a R a . 

(2) ( ) ( ) ( ) ( )( )+ − = + − −R a R a R a R a a R a . 

(3) ( ) ( )( ) ( )( )+ = +R a R R a R a R a . 

(4) ( ) ( ) ( )( )− = − − +R a R R a a R a . 

2. 主要结果及其证明 

本节首先给出 Clifford 半群上罗巴算子的一些性质和构造方法，然后介绍这类半群上权为−1 的罗巴

算子，最后给出罗巴算子和权为−1 的罗巴算子的一一对应关系。 

命题 2.1 设 R 是 Clifford 半群 S 上的罗巴算子，ϕ 是 S 的自同构，则 ( ) 1R Rϕ ϕ ϕ−= 也是 S 上的罗巴算

子。 
证明. 设 ,a b S∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )
( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )

1 1

1 1

1 1 1

.

R a R b R a R b

R a R b

R a R a b R a

R a R a b R a

R a R a b R a

R a R a b R a

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

− −

− −

− − −

+ = +

= +

= + + −

= + + + −

= + + −

= + + −

 

由ϕ 是双射知 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )R a R b R a R a b R aϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ = + + − 。另一方面， 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )

1 1

1 1

1 1 .

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

− −

− −

− −

+ = + −

= + −

= + + −

= + − = =

�a R a a R a R a

a R a R a

a R a R a

a R a R a a a

 

故结论成立。 
命题 2.2 设 R 是 Clifford 半群 S 上的罗巴算子，ϕ 是 S 的自同构且 ( ) ( )1R a a R a= − + − ， a S∈ ，则

( )( ) ( )( )1 1

ϕ ϕ=R R 。 
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证明. 设 a S∈ ，则 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1
1 1

1

1
.

R a R a a R a a R a

a R a a R a R a

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

− − −

−

= = − + − = − + −

= − + − = − + − =
 

故结论成立。 
命题 2.3 设 S U V T= + + 是 Clifford 半群，其中 , ,U V T 是 S 的 Clifford 子半群且分解形式唯一，设 L

是 V 上的一个罗巴算子，且UV VU= ， ( ) ( )L V T TL V= ，则 

( ): , a a a a aR S S u v t L v t→ + + −�  

是 S 上的罗巴算子。 

证明. 设 a a a b b bu v t u v t+ + = + + ，由分解唯一可知 a bu u= ， a bv v= ，a bt t= ，进而 ( ) ( )a a b bL v t L v t− = − ，

故 R 是良定义的。 
另外，设 ,a a a b b ba u v t b u v t S= + + = + + ∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ,

a a a b b b a a b b

a b a b a a b a b a

a b a a b a b a

R a R b R u v t R u v t L v t L v t

L v L v t t L v L v v L v t t

R u u v L v v L v t t

+ = + + + + + = − + −

= + − − = + + − − +

= + + + + − + +

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( ) ,

a a a a a b b b a a

a a a a a b b a b a

a a a b b a b a

a b a a b a b a

R a R a b R a R u v t L v t u v t t L v

R u v L v t t u v L v t t

R u v L v u v L v t t

R u u v L v v L v t t

R a R b

+ + − = + + + − + + + + −

= + + + − + + − + +

= + + + + − + +

= + + + + − + +

= +

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) .

+ = + − = + + + − + −

= + + + − = + + =

�
a a a a a a a

a a a a a a a a

a R a a R a R a u v t L v t t L v

u v t L v L v u v t a
 

综上可知 R 是 S 上的罗巴算子。 

引理 2.4 设 R 是 Clifford 半群 S 上的罗巴算子， ,a b S∈ ，若 ( ) ( )R a E S∈ ，则 

( ) ( ) ( ).R a b R a R b+ = +  

证明. 设 ,a b S∈ ，则 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ).R a b R a R a R a b R a R a b R a R a R b+ = + − + = + + − = +  

故结论成立。 

命题 2.5 设 R 是 Clifford 半群 S 上的罗巴算子且 R 是 S 的自同构， a S∈ ，则 

( )( ) ( ).R a R a C S+ ∈�  

证明. 设 a S∈ ， x S∈ ，由 R 是自同构可设 ( )x R b= ， b S∈ 。又因 R 是罗巴算子且 R 是同态，故 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ).R a R b R a R a b R a R a R R a R b R R a+ = + + − = + + −  

在上式两边同时右加 ( )( )R R a ，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ).R a R b R R a R a R R a R b+ + = + +  
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在上式两边同时左加 ( )R a− ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).R a R a R b R R a R a R a R R a R b− + + + = − + + +  

由 ( )x R b= ，可知 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .x R a R R a R a R R a x+ + = + +� �  

由引理 2.4 和 x 的任意性知 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )R a R a R a R R a C S+ = + ∈�� 。 
命题 2.6 设 ( ),S + 是 Clifford 半群，n 是正整数，则 

: ,
n

R S S a na a a a→ = + + +� ��������  

是 S 上的罗巴算子当且仅当对任意的 ,a b S∈ ，有 ( )n a b nb na+ = + 。 
证明. 设 ,a b S∈ ，则 ( ) ( ) ( )a R a a R a R a a na na a a a+ = + − = + − = + =� � 。另外， 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1 1 1

.

R a R a b R a n a na b na

n a b na n a b na n a b na
na a b a b a b na
na n a b na

+ + − = + + −

= + + − + + + − + + + + −

= + + + + + + + −

= + + −

�

�
 

于是， 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )
( )

( )
( ) ( ).

R a R b R a R a b R a

na nb na n a b na

na na nb n a b na

na na nb na n a b na na

nb na n a b a n a b

+ = + + −

⇔ + = + + −

⇔ − + + = + −

⇔ − + + + = + − +

⇔ + = + + = +�

 

故结论成立。 

命题 2.7 设 ,, ,S Y Gα α βϕ =  是 Clifford 幺半群，1 Gα∈ 且 1 是单位元， b S∈ ，则映射 

: ,→ − − +�R S S a b a b  

是 S 上的罗巴算子当且仅当 b Gα∈ 且{ } ( )|b x b x x S C S− − + + ∈ ⊆ 。 
证明. 当 R 是 S 上的罗巴算子时，设 ,x y S∈ ，则 

( ) .x R x x b x b b x b x b x x b x b b x+ = − − + − + + = − − + + = − + =�  

因此 x b x+ =� ，由 x 的任意性可知 1b =� ，即 b Gα∈ 。另一方面， 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

+ = + + −

⇔ − − + − − + = − − − − + + − + + +

⇔ − − + + = − − − + + − − − + + − +

⇔ − − = − − + + − − + − + + −

⇔ − − − + + − − = − − + − + + −

⇔ − + − + + − − = − − + − + + −

⇔ − + − + + − − = − − + − + + −

⇔ −

R x R y R x R x y R x

b x b b y b b x b x b y b x b b

b y x b b b x b x x y b x b x b

x y b x b x x y b x b x

b x b x x y x y b x b x

x b x b x y x y b x b x

x x b x b x y x x y b x b x

b( ) ( ).+ + − − = − + − + + −x b x y y b x b x
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于是由 y 的任意性知 ( )b x b x C S− + + − ∈ ，进而由 x 的任意性知{ } ( )|b x b x x S C S− − + + ∈ ⊆ 。 
反过来，若b Gα∈ ，{ } ( )|b x b x x S C S− − + + ∈ ⊆ ，则 

( ) ,a R a a b a b b a b a b a a b a b b a+ = − − + − + + = − − + + = − + =�  

( ) ( ) ,R x R y b x b b y b b x y b+ = − − + − − + = − − − +
 

( ) ( )( ) ( )

.

R x R x y R x b x b x b y b x b b

b b x b y b x b x b
b b x b b x b x y b
b b x x b x y b
b b b x y b
b x y b

+ + − = − − − − + + − + + +

= − − − + − − + + − +
= − − − + − + + − − +
= − − − + + − − +
= − − + − − +
= − − − +

 

于是 ( ) ( ) ( ) ( )( )R x R y R x R x y R x+ = + + − ，故 R 是 S 上的罗巴算子。 
命题 2.8 设 ,, ,S Y Gα α βϕ =  是 Clifford 半群， ,a b S∈ ，则 

: ,R S S x a x b→ + +�  

是 S 上的罗巴算子当且仅当 ,a b Gα∈ 且α 是 Y 的最大值， b a= − 且 ( )G C Sα ⊆ 。此时 SR id= 。 
证明. 不妨记 a Gα∈ ， b Gβ∈ ，则 

( ) ( ) ( ), .R a a a b R a G a R a Gαβ αβ= + + ⇒ ∈ + ∈�  

由 R 是 S 的罗巴算子知 ( )a R a a+ =� ，又 Y 是半格，则 

.αβ α αβ α α β= ⇒ = ⇒ ≤G G  

同理可证α β≥ ，于是α β= ，因此记 ,a b Gα∈ 。另一方面，设 x G Sγ∈ ⊆ ， Yγ ∈ ，则 

( ) ( ) .R x a x b R x Gαγ αγ γ αγ γ α γ= + + ⇒ ∈ ⇒ ≥ ⇒ = ⇒ ≥  

由 ,x γ 的任意性知α 是 Y 的最大值，进而 

( ) .e R e a e b a b a a e a a b b b aα α α α= = + + = + ⇒ − = − + = − + + = ⇒ = −  

又设 y S∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )( )

.

R a R y R a R a y R a

a a a a y a a a a a a y a a a a
a a y a a a a y a a
a y a a y a
y a a y

+ = + + −

⇔ + − + + − = + + + − + + − − −
⇔ + + − = + + + − −
⇔ + = + + −
⇔ + = +

 

由 ,a y 的任意性知 ( )G C Sα ⊆ 。反过来，设 ,x y S∈ ，则 

( ) ,+ = + + − + − − = + + − − = + − =�x R x x a x a a x a x a x x a x a a x  

( ) ( ) ,+ = + − + + − = + + − = − + + = +R x R y a x a a y a a x y a a a x y x y  

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

.

α

+ + − = + + + − + − + − −

= + + − − + − − + + + − ∈

= + + − + − − − + +

= + + = +�

R x R x y R x a x a x a y a x a a

a a x a a x a a x y a x a G
a a x a a x a a x y
a x y x y
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于是 ( ) ( ) ( ) ( )( )R x R y R x R x y R x+ = + + − ，所以 R 是 S 上的罗巴算子。此时 

( ) ( ).= + − = − + = = SR x a x a a a x x id x  

故 SR id= 。 
下面介绍 Clifford 半群上的权为−1 的罗巴算子。 

定义2.9 设S是Clifford半群，L是S到S的映射。称L是S上的权为−1的罗巴算子，若对任意的 ,a b S∈ ，

有 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), .L a L b L L a b L a a a L a a+ = + − + + =�  

命题 2.10 设 L 是 Clifford 半群 S 上的权为−1 的罗巴算子，则 

( ): ,→ + −� �L S S a a L a  

也是 S 上的权为−1 的罗巴算子。 
证明. 设 ,a b S∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

1

,

+ = + − + + −

= + − − − + − + + − − = − − − + −

= + − + − − + − + − − − + − ∈

= + − + − − + − − − − − −

= + − + − − + − + − + − −

= + − + − −

= + − + − − − + = − + − + ∈

=

� �

� �

�

是 的 巴算

的

权为 罗 子

义定

L a L b a L a b L b

a L a L a L a b L b L a L a L a L a

a L a b L a L a L b L a L a E S

a L a b L a L L a b L a a L

a L a b L a L a L a b L a

L a L a b L a L

L a L a b L a a a a a a a a a E S

( ) ( )( ) ( ).+ − +� � � � 义的定L L a b L a a L

 

另一方面， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) .

a L a a L a L a a a L a L a a

a a a L a L a a a a a a a a

+ = + − = + + − − − −

= + − + − − − = + − = − + =

�� � �
 

故结论成立。 
命题 2.11 设 R 是 Clifford 半群 S 上的罗巴算子，则 

( ): ,→ −�L S S a R a  

是 S 上的权为−1 的罗巴算子。 

证明. 设 ,a b S∈ ，则由 R 是罗巴算子知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ,

+ = − + − = − + − − − −

= − − + − − +

= − + − − +

= + − +

L a L b R a R b R a R a b R a

R R a b R a a

L R a b R a a

L L a b L a a

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) .

+ = + − = + − − − = − + + − − −

= − + − − − + = − + =

�a L a a L a L a a R a R a a a a R a R a

a a R a R a a a a a a
 

故结论成立。 
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命题 2.12 设 R 是 Clifford 半群 S 上的罗巴算子，则 

( ): ,L S S a a R a→ +�  

是 S 上的权为−1 的罗巴算子。 

证明. 设 ,a b S∈ ，则由 R 是罗巴算子知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ,

+ = + + + = + + − + +

= + + − + + + − = + + −

= + + − − + = + − +

L a L b a R a b R b a R a b R a R a R b

a R a b R a R a R a b R a L a R a b R a

L a R a b R a a a L L a b L a a
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .a L a a L a L a a a R a R a a a a a a a a a+ = + − = + + − − = + − = − + =�  

故结论成立。 
下面的命题给出了罗巴算子和权为−1 的罗巴算子之间的关系。 

命题 2.13 设 ,, ,S Y Gα α βϕ =  是 Clifford 半群，记 

( ){ }| , , ,R R S R G G Yα α α= ⊆ ∀ ∈是 上 子的 算罗巴  

( ){ }, .1| ,L L S L G G Yα α α= ⊆ ∀ ∈− 的 巴权 算子为 罗是 上的  

则存在到的双射。 
证明. 定义 ( ): , R Rϕ ϕ→ �  ，其中对任意 a S∈ 有 ( )( ) ( )R a a R aϕ = + 。下证ϕ 是到的双射。 
首先，若 R∈，则由命题 2.12 知 ( )Rϕ 是 S 上的权为−1 的罗巴算子。又对任意的 ,Y a Gαα ∈ ∈ ，由

( )R G Gα α⊆ 知 ( )( ) ( )R a a R a Gαϕ = + ∈ ，即 ( )( )R G Gα αϕ ⊆ ，所以 ( )Rϕ ∈，故ϕ 是映射。 
其次，若 1 2,R R ∈且 1 2R R≠ ，则存在 Yα ∈ ，a G Sα∈ ⊆ 使得 ( ) ( )1 2R a R a≠ ，其中 ( ) ( )1 2,R a R a Gα∈ ，

于是 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 .R a a R a a R a R aϕ ϕ= + ≠ + =  

因此 ( ) ( )1 2R Rϕ ϕ≠ ，故ϕ 是单射。 
最后，若 L∈，则对任意的 a S∈ ，不妨设 ,a G Yα α∈ ∈ ，由 ( )L G Gα α⊆ 知 ( ) ( )a a L a L a− + = ，定

义 S 到 S 的映射 ( ) ( ):R a R a a L a= − +� ， a S∈ ，则 

( ) ( ) ( ).a R a a a L a L a+ = − + =  

且 ( ) ( )R a a L a Gα= − + ∈ ，故 ( )R G Gα α⊆ 。另外，对任意的 ,a b S∈ ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ,

R a R b a L a b L b a L a b L a L a L b

L a b L a a L L a b L a a

R L a b L a a

R a a L a b L a a

R a R a b R a

+ = − + − + = − + − − + +

= − + − + + + − +

= + − +

= − + + − +

= + + −

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .a R a a a L a L a a L a L a a a L a L a a+ = − + − + = − + = + − =�  

因此 R 是 S 上的罗巴算子，于是 R∈，且 ( )R Lϕ = 。故ϕ 是满射。综上所述，ϕ 是到的双射。 
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