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摘  要 

众所周知，在最优化理论中，集值均衡问题是一个关键组成部分，它在数理经济和交通系统等实际应用

中具有重要的研究意义和理论价值。许多学者从不同的角度提出了集值均衡问题不同类型的解。然而，

如何推广和改进集值均衡问题的解是有意义的。本文，我们利用改进集和回收锥这两种研究最优化理论

的重要工具，研究了带约束集值均衡问题的 E∞ -Benson真有效解，建立了集值均衡问题的非线性标量化

定理。 
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Abstract 
As is well-known in optimization theory, the problem of set-valued equilibrium is a key compo-
nent. It holds significant research significance and theoretical value in practical applications such 
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as mathematical economics and transportation systems. Many scholars have proposed various 
types of solutions to the set-valued equilibrium problem from different perspectives. However, the 
meaningful task lies in generalizing and improving the solutions to the set-valued equilibrium 
problem. In this paper, utilizing the improvement set and the recession cone which are two im-
portant tools to study optimization theory, we investigate E∞ -Benson properly efficient solution 
of the set-valued equilibrium problem. Furthermore, we establish the nonlinear scalarization theo-
rems of the set-valued equilibrium problem. 
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1. 引言 

集值均衡问题是在向量优化理论和均衡理论基础上发展起来的研究领域，旨在解决多目标、多变量、

多约束条件下的优化问题以及经济系统中的均衡状态和调整过程。这一领域的研究具有重要的理论和应

用意义。 
在研究集值优化问题(SVOP)时，学术界普遍观察了解集中存在过于广泛的有效解的现象。这一问题

的存在挑战着我们对于有效解的界定和选择，因此引发了学者们的广泛关注。针对这一挑战，学者们不

断提出了各种方法和概念。首先，针对解集中存在的广泛有效解的问题，学者们开始探讨并提出了真有

效解的概念。这类解能够缩小解集范围。这一概念的提出在一定程度上填补了现有解集优化研究中的理

论空白，并为进一步优化解集提供了新的思路和方法。同时，不仅仅是在集值优化问题中，类似的情况

也出现在向量均衡问题(VEP)以及集值均衡问题(SVEPC)等领域。在这些问题中，同样存在着过于广泛的

有效解，给问题的求解带来了困难。为此，一些学者选择引入近似解的概念，通过研究近似解与其他解

之间的关系，寻求更为精确的解。另一方面，为了更深入地探讨解集的优化问题，学者们也开始基于改

进集的特殊性质与概念将其引入了真有效解的定义，并在统一的理论框架下进行了深入探索和研究。这

一方法的提出使得解集优化问题的研究更加系统化和规范化，为解集优化问题的进一步研究提供了更为

稳固的理论基础。此外，一些学者利用回收锥的性质来研究解的最优性条件。这一方法的应用帮助我们

更加深入地研究解集中各种解的标量化特征和最优性条件，为解集优化问题的数值计算提供了更为丰富

和有力的理论支持。综上所述，研究集值优化问题的真有效解以及相关优化方法在学术界引起了广泛的

关注。通过引入不同的概念和方法，学者们在解集优化问题的研究中取得了一系列重要的进展，并为该

领域的未来发展奠定了坚实的理论基础。 
近年来，学者们对集值优化问题的近似解产生了广泛兴趣。这是因为在一般数学模型中，某些次要

因素被忽略，从而导致所建立的模型往往是近似的。那么当我们使用数值算法来获得解时，就会出现大

多数得到的也是近似解的情况。在集值均衡问题中，定义不同类型的近似解，探究近似解与有效解之间

的联系，是解决均衡问题的一项关键思路。然而，尽管精确解可能不可获得，但在条件较弱时，近似解

集却可能存在。这意味着即使不能得到精确解，我们仍然可以找到在一定程度上满足问题需求的近似解。

因此，研究近似解不仅在理论上有着重要价值，而且在实践中也非常有意义。通过研究近似解的性质和
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有效性，我们可以为解决实际问题提供更多的选择和方法，从而提高解决问题的效率和准确性。Dhingra 
[1]利用集合的下限和上限拟序关系提出了两类近似解，并探讨了其紧致性和稳定性，还利用广义

Gerstewitz 函数研究了这类解的存在性和标量化。Gao [2]提出了一种新的用于向量优化问题的 ε-有效性概

念，并通过 Ekeland 变分原理得到了几个存在性结果和非线性标量化方法。Zhou 等[3] [4] [5] [6]探讨了集

值优化问题的多种近似解，其中包括 ε-弱真有效解、ε-全局真有效解和 ε-全局真有效解等，并对这些近似

解的关系进行了详细地讨论。Gutiérrez 等人[7]通过由非线性标量化获得必要和充分条件的方法，使得在

不需要任何凸性假设的条件下，能够在一个通用框架中研究新型近似解。 
在该领域早期的学术探索中，研究者们对解的定义进行了广泛探讨，其中涵盖了常见的近似解的

概念以及 Benson 真有效解概念等。在解决优化问题时，除了一般的有效解，Kuhn 和 Tucker [8]提出了

真有效解的概念，以期改善解的质量。此后，许多学者在此基础上进行了改进和完善，相继提出了一

系列真有效解，其中包括 Geoffrion 真有效解、Borwein 真有效解、全局真有效解以及 E-Benson 真有效

解[9]-[15]等。这些研究成果为解的性质提供了更深入的认识与定义，为解决实际问题提供了有力的理

论支持。杨新民[16]对 Benson 真有效解与 Borwein 真有效解之间的等价关系进行了探讨，进一步丰富

了真有效解的研究内容。Zhao 等人[17]则通过改进集提出了一些不同类型的近似真有效解的概念，并

在无范数单调性假设的情况下，通过非线性标量化方法研究了(C, ε)-Benson 真有效解的特征。付[18]
利用 E-次似凸性及择一定理建立了集值向量优化基于回收锥的 Benson 真有效解，并进一步研究这类解

的鞍点定理和对偶性结果。 
另一方面，在研究集值均衡问题各类解时，非线性标量化方法是一个不可或缺的工具。赵[19]借助两

类经典的非线性泛函给出了向量优化问题的 E-有效解以及 E-弱有效解的一些非线性标量化性质。局部凸

拓扑线性空间中，徐[20]研究了无约束和带约束集值均衡问题近似 Benson 真有效解二点非线性标量化最

优性条件。付[18]利用非线性标量化函数研究了向量优化问题基于回收锥的 E-Benson 真有效解的一些非

线性标量化性质。 
本文拟在无凸性条件下，利用非线性泛函研究带约束集值均衡问题的 E∞ -Benson 真有效解的最优性

条件。 

2. 预备知识 

在本篇论文中，设 X 为实线性空间，Y 和 Z 为实局部凸拓扑向量空间，Y ∗和 Z ∗ 是 Y 和 Z 对应的拓

扑对偶空间。0 表示每个空间的零元。用 ( )0 表示凸开零邻域的全体。本文规定 { }: : 0r r+ = ≥� 。 
设 A 是 X 中的非空子集。集合 A 拓扑内部和拓扑闭包分别定义为 

{ }int : | ,A x A U x U A= ∈ + ⊂存在零邻域 满足 , 

( ){ }cl : | ,A x A U x U A= ∈ + ≠ ∅∩对任意的零邻域 满足 . 

若集合 A X⊆ 满足 

( ) [ ]1 2 1 21 , , , 0,1a a A a a Aλ λ λ+ − ∈ ∀ ∈ ∈ , 

则称 A 是 X 中的凸集。 
若集合 A X⊆ 满足 

, , 0a A a Aλ λ∈ ∀ ∈ ∀ > , 

则称 A 是锥。同时为凸集的锥称之为凸锥。 
设 A 是 X 中的非空子集，A 的生成锥表示为 
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{ }cone : | 0,A a a Aλ λ= ≥ ∈ , 

( )cone A 的闭包表示为 ( )clcone A 。 
设非空集合C Y⊆ ，将 C 的正极锥C+ 和严格正极锥 iC+ 分别定义为 

{ }* * *: : , 0,C y Y y y y C+ = ∈ ≥ ∀ ∈ ; 

{ }{ }* * *: : , 0, \ 0+ = ∈ > ∀ ∈iC y Y y y y C , 

对于非空集合C Y⊆ ，都有 ( ) ( )C C+ +− = − 。 
在本文中，规定C Y⊆ 和 D Z⊆ 都是非平凡(即C ≠ ∅且C Y≠ ； D ≠ ∅且 D Z≠ )的点(即 

( ) { }0C C− =∩ 、 ( ) { }0D D− =∩ )闭凸锥，并且 int C ≠ ∅， int D ≠ ∅。基于凸锥 C 而定义的 Y 中的序关

系为：对任意的 ,x y Y∈ ，有 
x y y x C≤ ⇔ − ∈ . 

定义 1 [21] 设 E 是 Y 中的非空子集，C 是 Y 中的凸锥。如果 0 E∉ 且 E C E+ = ，则称 E 是关于 C 的

改进集。 
本文将 Y 中关于 C 的改进集全体记为 CL 。 
引理 1 [22] 若 CE∈L ，那么 int intE E C= + 。 
定义 2 [23] 设 M 是 Y 中的非空子集，M 的回收锥表示为 

{ }: : , , 0M d Y y d M y Mλ λ∞ = ∈ + ∈ ∀ ∈ ∀ > . 

显然，M∞ 是一个凸锥。此外，如果 M 是 Y 中的非空闭集，则 M∞ 是一个闭凸锥。且易得 ( )M M∞ ∞
− = − 。 

引理 2 [24] 设 M 是 Y 中的非空子集。如果存在一个点闭锥 P 使得 M P⊆ ，那么 M∞ 是一个点凸锥。 
在本文中，除非另有规定，令 CE∈L ，其中 E∞ 是一个非平凡的、点闭凸锥且 int E∞ ≠ ∅。 
引理 3 [24] 若 CE∈L ，则 E E E∞+ = ，即

∞
∈ EE L 。 

注 1 由引理 1 和引理 3 可知， 
int int ∞= +E E E . 

如果 E 是关于 C 的改进集，则C E∞⊆ ，见文献[24]。 
引理 4 [25] 若 M 是 Y 中的非空子集，则 coneM M M+ = 当且仅当 M M∞⊆ 。 
设集值映射 :H A A Y×  和 :G A Z ，对于任意的 x A∈ ，都有 ( )0 ,H x x∈ ，其中 0 表示 Y 中的零

元。设 D 是 Z 中的非平凡点闭凸锥且 int D ≠ ∅，并且可行集 ( ) ( ){ }: :S x A G x D= ∈ − ≠ ∅∩ 。对于带约束

的集值均衡问题(SVEPC)：找到 0x S∈ ，使得 

( ) ( )0 0, ,H x x C x S− =∅ ∀ ∈∩ .                             (1) 

其中， { }0 \ 0C C= 且 C 是 Y 中的点凸锥。如果 ( ) ( )0 0, ,H x x F x y x A= − ∀ ∈ ，其中集值映射 :F A Y ， 
( )0 0y F x∈ ，那么式(1)变为 

( )( ) ( )0 0 ,F x y C x S− − =∅ ∀ ∈∩ .                           (2) 

由式(2)知道 

( )( ) ( )0 0 ,F S y C x S− − =∅ ∀ ∈∩ .                           (3) 

式(3)表明 0x 是带约束集值优化问题(SVOPC)的有效解： 

( ) ( )
( ) ( ){ }

SVOPC Min

s.t. : .

F x

x S x A G x D∈ = ∈ − ≠∅∩
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定义 3 若 CE∈L 。称 0x S∈ 是问题(SVEPC)的 E∞ -Benson 真有效解，如果 

( )( ) ( ) { }0clcone , 0H x S E E∞+ − =∩ , 

将问题(SVEPC)的 E∞ -Benson 真有效解的全体记为 ( ),E
BSV H S∞ 。 

定义 4 [26] 设 CE∈L ， intq C∈ 。将泛函 :Yξ →�定义为 

( ) { }inf : ,y t y tq E y Yξ = ∈ ∈ − ∀ ∈� . 

引理 5 [26] 若 CE∈L ， intq C∈ 。则 
(1) ( ) inty t y tq Eξ < ⇔ ∈ − ； 
(2) ( ) cly t y tq Eξ ≤ ⇔ ∈ − 。 

3. 带约束集值均衡问题的 E∞ -Benson 真有效解的非线性刻画 

主要利用非线性泛函建立问题(SVEPC)的 E∞ -Benson 真有效解的最优性条件。 
定理 1 设 CE∈L 且 E 是一个闭凸集， coneE E E+ = 。如果 0x 是问题(SVEPC)的 E∞ -Benson 真有效

解，则存在Y Z× →�上的泛函ξ 使得 
(1) 若 1 2 inty y E− ∈ ， 1 2z z D− ∈ ，则 ( ) ( )1 1 2 2, ,y z y zξ ξ≥ ； 
(2) ( ), 0y zξ ≥ ， x A∀ ∈ ， ( )0 ,y H x x∈ ， ( )z G x∈ 。 
证明：由于 0x 是问题(SVEPC)的 E∞ -Benson 真有效解，那么有 

( )( ) { }( )0clcone , \ 0H x S E E∞+ − =∅∩ .                           (4) 

进而有 

( )( ) { }( )0 , \ 0H x S E E∞+ − =∅∩ .                             (5) 

由于 0 int E∞∉ ，所以 

( )( ) ( )0 , intH x S E E∞+ − =∅∩ .                              (6) 

因为 0 E∉ 且 coneE E E+ = ，由引理 4 得 { }\ 0E E∞⊆ ，故 

( )( ) ( )0 , intH x S E− =∅∩ .                                (7) 

下证 

( ) ( )( ) ( )0 , , int , int ,H x x G x E D x A− − =∅ ∀ ∈∩ .                      (8) 

假设式(8)不成立，那么存在 ( ) ( )0, , ,x A y H x x z G x∈ ∈ ∈ ，使得 inty E∈− 且 intz D∈− 。于是 

( ) ( )intG x D− ≠ ∅∩ ，进而有 ( ) ( )G x D− ≠ ∅∩ 。于是 x S∈ ， ( )0 ,y H x S∈ 。又由 inty E∈− 知 

( )( ) ( )0 , intH x S E− ≠ ∅∩ . 

这与式(7)矛盾，故而式(8)成立。 
令 int intq E D∞∈ × 并定义 :Y Zξ × →�为 

( ) ( ) ( ){ }, inf : ,y z t y z tq E Dξ = ∈ ∈ − ×� . 

设 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1 1, inf : , , :y z t y z t e d E D tξ = ∈ ∈ − × =� 。那么由引理 5 (2)知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, , cl ,y z t e d E D t e d E D∈ − × = − × , 

那么有 1 1y t e E∈ − ， 1 1z t d D∈ − 。 
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由于 { }\ 0E E∞⊆ ，那么有 

2 1 1 1

1 1

1 1

int int int
int int

int .

y y E t e E E t e E E
t e E E E t e E E
t e E t e E

∞

∞ ∞ ∞

∈ − ⊆ − − ⊆ − −
= − − − = − −
= − ⊆ −

 

且 

2 1 1 1z z D t d D D t d D∈ − ⊆ − − ⊆ − . 

故 ( ) ( ) ( )2 2 1, ,y z t e d E D∈ − × ，由引理 5 (2)可得 ( ) ( )2 2 1 1 1, ,y z t y zξ ξ≤ = 。 
由式(8)知 ( ) ( ), int , inty z E D∉ − − ，再根据引理 5 (1)有， 

( ) ( ) ( )0, 0, , , ,y z x A y H x x z G xξ ≥ ∀ ∈ ∈ ∈ . 

定理 2 设 0x A∈ ， CE∈L 且 E 是一个闭凸集， coneE E E+ = 。若存在正齐次、次可加、连续泛函

:Y Dξ × →�使得 
(1) 若 { }1 2 \ 0y y E∞− ∈ ， 1 2z z D− ∈ ，则 ( ) ( )1 1 2 2, ,y z y zξ ξ≥ ； 
(2) ( ), 0y zξ ≥ ， x S∀ ∈ ， ( )0 ,y H x x∈ ， ( )z G x∈ 。 
那么 0x 是问题(SVEPC)的 E∞ -Benson 真有效解。 
证明：首先证明存在点凸锥 P 使得 { }\ 0 intE P∞ ⊂ 。 
令 

( ){ } { }1 : ,0 0 0P y Y yξ= ∈ < ∪ . 

因为ξ 是正齐次、次可加的连续泛函，所以P1是Y上的凸锥。下证P1是点的。设 ( )0 1 1y P P∈ −∩ ，若 0 0y ≠ ，

则 ( )0 ,0 0yξ < 且 ( )0 ,0 0yξ − < 。又由于ξ 是次可加的，那么得到 ( ) ( ) ( )0 0 0 00 ,0 ,0 ,0y y y yξ ξ ξ= − ≤ + − 。故

( ) ( )0 0,0 ,0 0y yξ ξ− − ≤ < ，从而有 ( )0 ,0 0yξ − > ，这与 ( )0 ,0 0yξ − < 矛盾。所以有 P1是点的。 
令 1:P P= − ，则 P 是点凸锥。对于任意的 { }\ 0y E∞∈ ，有 ( ) { }0 \ 0y E∞− − ∈ 。由条件(1)可知 

( ) ( ),0 0,0 0yξ ξ− < = 。因此， ( ){ }: ,0 0y y Y yξ− ∈ ∈ < 。又因为ξ 是连续的，所以 ( ){ }1int : ,0 0P y Y yξ= ∈ < 。

从而有 1int inty P P∈− = 。因而 { }\ 0 intE P∞ ⊆ 。 
下证 

( )( ) ( )0 , intH x S E P+ − =∅∩ .                                (9) 

假设式(9)不成立，则存在 x S∈ 使得 ( )( ) ( )0 , intH x S E P+ − ≠ ∅∩ 。由 x S∈ 有 ( ) ( )G x D− ≠ ∅∩ ，于

是存在 ( )0 ,y H x x∈ ， e E∈ ， ( )z G x∈ 使得 inty e P+ ∈− ， z D∈− 。又因为 0 E∉ 且 coneE E E+ = ，故

{ }\ 0E E∞⊆ 。因此， { }\ 0e E∞⊆ ，故 inte P⊆ 。那么 int int inty P P P∈− − ⊆ − 。 
由 P 的定义得 ( ){ }int : ,0 0ξ− = ∈ <P y Y y ，于是 

( ),0 0yξ < .                                       (10) 

由ξ 的次可加性可得 

( ) ( ) ( ), ,0 0,y z y zξ ξ ξ≤ + .                                (11) 

取 { }0 \ 0e E∞∈ ，那么 { }0
1 \ 0 ,e E n
n

+
∞∈ ∈� 。 

由 z D∈− 和条件(1)可得 

( ) ( )0
1 , 0,0 0e z
n

ξ ξ ξ − < = 
 

,                              (12) 

https://doi.org/10.12677/pm.2024.145210


梁可慧 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.145210 573 理论数学 
 

当 n →+∞时，由ξ 的连续性得 

( )0, 0zξ ≤ .                                     (13) 

综合式(10)，(11)，(13)得 

( ), 0y zξ < . 

这与条件(2)矛盾，因此式(9)成立。 
因为 int P是开集，那么由式(9)得 

( )( ) ( )0clcone , intH x S E P+ − =∅∩ .                           (14) 

又因为 { }\ 0 intE P∞ ⊂ ，那么有 

( )( ) { }( )0clcone , \ 0H x S E E∞+ − =∅∩ . 

故 0x 是问题(SVEPC)的 E∞ -Benson 真有效解。 

4. 结论 

本文中，借助非线性标量化函数的性质，对带约束集值均衡问题的 E∞ -Benson 真有效解这一类新的

有效解进行非线性刻画，并得到这类解非线性标量化的充分最优性条件和必要最优性条件，且该解的必

要条件和充分条件在形式上大致统一。利用非线性泛函刻画 E∞ -Benson 真有效解丰富了集值均衡问题的

研究内容，为解的性质提供了更深入的研究与定义。特别的，此结果推广和改进了文献[18]和[20]中相应

内容。 
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