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摘  要 

本文主要研究如下本文研究的是广义BBM-Burgers方程扩散波的衰减估计问题，利用已经证明过的广义

BBM-Burgers方程的解关于扩散波的渐近稳定，对该解进行衰减估计，并且在本文将证明广义

BBM-Burgers方程解在L2范数下的衰减速度为 ( )
1
21 −+ t 。即对方程：
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在本

文中我们将证明在波的强度 : + −= −u uδ 及初值 ( )0u x 适当小的情况下，广义BBM-Burgers方程的扰动方

程形式的解的衰减速度为 ( )
1
21 −

+ t 。 
 
关键词 

广义BBM-Burgers方程，衰减估计，能量估计，分部积分 

 
 

L2 Attenuation Estimation for the  
Initial Boundary Value Problem of the  
Generalized BBM-Burgers Equation 

Yuanyuan Liu 
College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 
 
Received: Apr. 8th, 2024; accepted: May 10th, 2024; published: May 31st, 2024 

 
 

 
Abstract 
This paper mainly studies as follows: This paper studies the attenuation estimation of the diffu-
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sion wave of the generalized BBM-Burgers equation. The solution of the generalized BBM-Burgers 
equation, which has been proved to be about the asymptotic stability of the diffusion wave, is used 
to estimate the attenuation of the solution. In this paper, it is proved that the decay rate of the so-

lution of the generalized BBM-Burgers equation is ( )t
1
21 −+  under the L2 norm. Immediate pair 

equation: 
( )
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 in this paper, we will prove that if the wave intensity

u u: + −= −δ  and the initial value ( )u x0  are appropriately small, the decay velocity of the per-

turbation equation of the generalized BBM-Burgers equation is ( )
1
21 −+ t . 
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1. 引言 

本文考虑了以下广义 BBM-Burgers 方程 

( )
( ) ( ) ( )00

+ ,

, , 0, .
t xx xxtx

t

u f u u u

u x t u x u t u−=

 + =


= =
                           (1.1) 

其中，( ),x t R R+ +∈ × ， ( )f u 是一个充分光滑的凸函数，δ 表示色散系数且 0δ ≠ ，常数 0µ > 为耗散系数。

此外，我们假设 ( )0u x 在边界 0x = ， x = +∞上有： 

( ) ( )0,0 , ,0 , .u u u u u u− + + −= +∞ = ≠                            (1.2) 

BBM 方程是 Benjamin 等人[1]在对流体动力学的物理研究中，由 Korteweg de Vries 方程精炼而成。

自 1940 年 Burgers 方程提出以来，对经典 Burgers 方程有了非常全面的研究结果，徐红梅[2]等人证明了

多维空间中 BBM-Burgers 方程的全局解存在初始数据，并且利用能量估计和时频分解的方法，得到该解

的衰减估计，证明了衰减速率与热传导方程的相同；余沛[3]等人研究了带有分数阶扩散的 Burgers 方程

在初值属于 pL 情况下的弱解的衰减估计；易菊燕[4]等人讨论在半空间中广义 KDV-Burgers 方程解的收

敛到稀疏波的收敛率，并且使用 1L -估计导出了解渐近衰减到稀疏波 pL -估计；关于 Burgers 方程的衰减

估计以及其他模型衰减估计的相关研究成果读者可参考文献[5]-[20]。 
在 BBM-Burgers 方程的解整体存在的基础上，本文主要证明广义 BBM-Burgers 方程非线性扩散波的

解的衰减速率为 ( )
1
21 t −+ ，观察广义 BBM-Burgers 方程中含有热传导方程 

0t xxu u− =                                       (1.3) 

对于热传导方程，我们知道该方程的解是具有唯一的自相似解，广义 BBM-Burgers 方程的初边值问

题在大时间里的解是非线性稳定的，我们在扩散波附近定义一个扰动 u uφ = − ，证明在波 : u uδ + −= − 足
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够小的情况下，(1.1)的解已经收敛到(1.5)的自相似解，本文将利用能量估计来证明扰动方程的衰减估计，

因此定义如下扰动方程  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0 0

, , ,

,0 ,  0, 0.

x t u x t u x t

x u x u x t

φ

φ φ

 = −


= − =
                       (1.4) 

则由(1.1) (1.3) (1.4)得到扰动方程为 

( ) ( )
( )0

0

0.
t xx x xxt

f u u

x

φ φ φ φ

φ

 − + + − + =


=
                       (1.5) 

下面则是本文的定理。 
定理 1：对于问题(1.7)假设存在足够小的波的强度δ 和初值

2
0 0 2

φΦ = ，且δ 满足 

( ) ( ) 20 ( )
,0

H R
u x u x u u δ ε

+
+ −− + − ≤ < ，初边值问题(1.7)存在唯一解 ( ),u x t ，且满足 

( ) ( ) [ ) ( )( ) [ ) ( )( )2 2 3, , 0, , 0, , .u x t u x t C H R L H R+ +− ∈ ∞ ∩ ∞              (1.6) 

进一步解 ( ),u x t 的衰减速度为 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
1 22 211

00
0 0
(1 ) , 1 , d .

t kk k k
x xx x

k k
t u u u u t t u u u u Cτ τ δ++

= =

+ ∂ − − + + ∂ − − ≤ Φ +∑ ∑∫   (1.7) 

2. 预备知识 

引理 2.1 (Sobolev 不等式)对于任意函数 ( ) ( )1f x H R∈ ，有 
11
22 .xL

f C f f∞ ≤                             (2.1.1) 

引理 2.2(Young 不等式)设1 p< ， +q < ∞  ，满足
1 1 1
p q
+ = ，则有 

( ), 0 .
p qa bab a b

p q
< + >                            (2.2.2) 

特别地，当 2p q= = 时，我们称之为 Cauchy 不等式。 
以下均设 nRΩ⊂ 。 
在本文中，对于函数空间而言， ( )( )1p pL L R p+= ≤ < ∞ 表示通常的 Lebesgue 空间，其范数可定义为 

( ) ( )
1

d ,1 , sup .p
n

p p
L LR

x R
f f x p f ess f x∞

+ ∈
= ≤ < ∞ =∫                (2.2.3) 

lH 表示通常的 Sobolev 空间，其范数为 

( ) 2

2

0
dl

l
k
xH Lk

f f x x
=

= ∂∑                             (2.2.4) 

特别地，当 0l = 时，记 20 L
⋅ = ⋅ = ⋅ ，在不会导致混淆的情况下，我们将区域 R+ 省略不写，并且大

写字母 C 和 ( )1O 表示一般常数。 

3. 定理 1 的证明 

为了证明定理 1，先将给出先验假设，再将证明先验估计从而证明定理 1。 
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命题 3.1 (先验假设)在定理 1 的条件下，若使得 ( ) ( ), ,x t X x Tφ ∈ 为问题(1.7)的解，则我们作出如下的

先验假设： 

( ) ( ) 2

2 2

0 0
sup 1 .k k

x Lt T k
t t Cφ ε

≤ ≤ =

+ ∂ ≤∑                             (3.1) 

其中 C 为正常数，ε 是依赖于初值以及波的强度的一个充分小的正常数。根据以上先验假设，我们用 Sobolev
不等式 ( ) ( )2 2

1 1
2 2

∞ ≤ ∂ xL L L
f f f 可以得到相应函数的 L∞范数，则我们可以得到如下的先验估计： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2

1 1 22 21 1
0 20

0 0
1 , 1 , d .

tk kk k
x x xL Lk k

t t t t Cφ φ φ φ τ φ δ+ +

= =

+ ∂ + + ∂ ≤ +∑ ∑∫          (3.2) 

引理 3.2：在先验假设(3.1)的情况下，对于充分小的正数δ ，有  

( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
00 0 0 0 0

1 d 1 d d 1 d d .
t t

xt x t x t x C
∞ ∞ ∞

φ φ φ τ φ τ δ
+ + +

+ + + + + + ≤ Φ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫       (3.2.1) 

证明：在扰动方程(1.5)两边同时乘以 ( )1 t φ+ 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 0.t xx x xxt
t t t f u t uφφ φφ φ φ φ φ+ − + + + + − + + =           (3.2.2) 

在 [ ] [ )0, 0,t × +∞ 上对(3.2.2)进行积分可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
0 0 0 0 0 0

0 0

1 d d 1 d d 1 d d

1 d d 0.

t t t
t xx x

t

xxt

t x t x t f u x

t u x

∞ ∞ ∞

∞

φφ τ φφ τ φ φ τ

φ φ τ

+ + +

+

+ − + + + +

− + + =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
      (3.2.3) 

对(3.2.3)的各项运用分部积分进行计算 

( ) ( ) 2 2
0 0 0 0 00

1 11 d d 1 d d d ,
2 2

tt t
tt x t x x

∞ ∞ ∞
φφ τ φ φ τ

+ + +
+ = + −∫ ∫ ∫ ∫ ∫             (3.2.4) 

( ) ( ) ( )

( )

2
0 0 0 0 00

2
0 0

1 d d 1 d 1 d d

                                   1 d d ,

t t t
xx x x

t
x

t x t t x

t x
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∞

φφ τ φφ τ φ τ

φ τ

++ +

+

− + = − + + +

= +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
         (3.2.5) 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0 0 0

1 d d

1 d d 1 d d

.

t

x

t t

xx

t f u x

t f u f u x t f u x

A B

∞

∞ ∞

φ φ τ

φ φ τ φ τ

+

+ +

+ +

 = + + − + + 
= +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫          (3.2.6) 

对于式(3.2.6)中的 A 通过泰勒展开式(其中 u uξ φ< < + )则有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

2
0 0 0 0

1 d d

  1 d d 1 d d

t

x
t t

x

A t f x

t f x t f x

∞

∞ ∞

φ φ ξ τ

φφ ξ τ φ ξ τ

+

+ +

′ = +  

′ ′′= + + +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ，
             (3.2.7) 

( ) ( )
0 0

1 d d .
t

xB t f u u x
∞

φ τ
+

′= +∫ ∫                         (3.2.8) 

将(3.2.7)与(3.2.8)代入到(3.2.6)中可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

2
0 0 0 0

1 d d 1 d d

1 d d 1 d d ,

t t
xx

t t
x

t f u x t f x

t f x t f u u x

∞ ∞

∞ ∞

φ φ τ φφ ξ τ

φ ξ τ φ τ

+ +

+ +

′+ + = +

′′ ′+ + + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
              (3.2.9) 

( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 0

(1 ) d d 1 d d 1 d d .
t t t

xxt xxtxxt
t u x t x t u x

∞ ∞ ∞
φ φ τ φφ τ φ τ

+ + +
+ + = + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫      (3.2.10) 
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其中式(3.2.10)右侧的第一项分部积分可得 

( ) ( ) ( )

( )

( )

0 0 0 0 00

0 0

2 2
0 0 00

1 d d 1 d 1 d d

                                 1 d d

1 1                                 1 d d d .
2 2

t t t
xxt xt x xt

t
x xt

t t
x x

t x t t x

t x

t x x

∞

∞

∞ ∞

φφ τ φφ τ φ φ τ

φ φ τ

φ φ τ

+∞+ +∞

+

+ +

+ = + − +

= − +

= − + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

            (3.2.11) 

式(3.2.10)右侧的第二项通过分部积分可得 

( ) ( ) ( )

( )
0 0 0 0 00

0 0

1 d d 1 d 1 d d

                                 1 d d .

t t t
xxt xt x xt

t
x xt

t u x t u t u x

t u x

∞∞ ∞

∞

φ τ φ τ φ τ

φ τ

++ +

+

+ = + − +

= − +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
            (3.2.12) 

将(3.2.11)与(3.2.12)代入到(3.2.10)中可得 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
00 0 0 0 0 0 0

1 11 d d 1 | d d d 1 d d .
2 2

t t tt
x x x xtxxt

t u x t x x t u x
∞ ∞ ∞ ∞

φ φ τ φ φ τ φ τ
+ + + +

+ + = − + + − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫   (3.2.13) 

将(3.2.4)~(3.2.5)(3.2.9)以及(3.2.13)代入到(3.2.3)中可得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 2 2 2
0 0 0 0 0 00 0

2
0 0 0 0 0 0

2
0 0 0 0

1 11 d 1 d 1 d d 1 d d
2 2

1 d d 1 d d 1 d d
2
1 d d 1 d d .
2

t t t t
x x

t t t
x x

t t
x x xt

t x t x t x t f x

x t f x t f u u x

x t u x

∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

φ φ φ τ φ ξ τ

φ τ φφ ξ τ φ τ

φ τ φ τ

+ + + +

+ + +

+ +

′′+ + + + + + +

′ ′= − + − +

− + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

   (3.2.14) 

对式(3.2.14)右侧的各项运用能量法进行估计 

( )2
00 0

1 d d ,
2

t
x C

∞
φ τ δ

+
≤ Φ +∫ ∫                             (3.2.15) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
0 0 0 0 0 0

2
00 0

1 d d 1 d d d d

                                        1 d d ,

t t t
x x

t

t f x C t x C x

C t x C

∞ ∞ ∞

∞

φφ ξ τ δ φ τ ε φ τ

δ φ τ δ

+ + +

+

′+ ≤ + +

≤ + + Φ +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
         (3.2.16) 

( ) ( ) ( ) 2
0 0 0 0

1 d d 1 d d ,
t t

xt f u u x C C t x
∞ ∞

φ τ δ δ φ τ
+ +

′+ ≤ + +∫ ∫ ∫ ∫                (3.2.17) 

( )2
00 0

1 d d ,
2

t
x x C

∞
φ τ δ

+
≤ Φ +∫ ∫                            (3.2.18) 

( ) ( ) 2
0 0 0 0

1 d d 1 d d .
t t

x xt xt u x C C t x
∞ ∞

φ τ δ δ φ τ
+ +

+ ≤ + +∫ ∫ ∫ ∫                   (3.2.19) 

将(3.2.15)~(3.2.19)代入到(3.2.14)中整理可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
00 0 0 0 0 0

1 d 1 d 1 d d 1 d d .
t t

x xt x t x t x t x C
∞ ∞ ∞ ∞

φ φ φ τ φ τ δ
+ + + +

+ + + + + + + ≤ Φ +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫   (3.2.20) 

因此引理 3.2 得证。 
类似可得到更高阶的估计 

( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 2
00 0 0

1 d 1 d d .
t

x xx x xxt x t x C
∞ ∞

φ φ φ φ τ δ
+ +

+ + + + + ≤ Φ +∫ ∫ ∫           (3.2.21) 

又因为 ( ) ( ) ( ), , ,x t u x t u x tφ = − ，所以我们有 
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( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )2 2

1 1 221 1
00

0 0
1 , 1 , d .

tk kk k
xx xL Lk k

t u u u u t t u u u u Cτ τ δ+ +

= =

+ ∂ − − + + ∂ − − ≤ Φ +∑ ∑∫   (3.2.22) 

由此定理 1 的证明完成，即证明了广义 BBM-Burgers 方程初边值问题的 L2衰减估计为 ( )
1
21 t −+ 。 
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