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摘  要 

Farkas引理在优化理论体系中具有十分重要的应用，张量是一种多维数组，在高维图像分析、超图聚类

等方面具有重要的应用。本文研究张量结构下的Farkas引理，在张量的理论体系下对Farkas引理进行推

广，通过引入非空闭凸集的概念及相关知识，利用点与闭凸集的分离定理，得到了张量结构下的Farkas
引理。 
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Abstract 
Farkas’ lemma holds significant importance in the system of optimization theory. Tensors, as mul-
tidimensional arrays, find crucial applications in fields such as high-dimensional image analysis 
and hypergraph clustering. This paper explores the Farkas lemma within the context of tensor 
structures, extending its application within tensor theoretical frameworks. By introducing the 
concept of non-empty closed convex sets and relevant knowledge, and utilizing the separation 
theorem of points and closed convex sets, resulting in the derivation of the Farkas lemma within 
tensor. 
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1. 引言 

Farkas 引理是优化理论中的一个基本引理，最早由匈牙利数学家 Julius Farkas 于 1902 年提出并发表

了相关文献[1]，它是最优化方法中重要的基础工具之一，有助于分析问题的可行性、最优性，也可用于

构建优化问题的对偶性，以推导原始问题的最优解。另外，Farkas 引理还可以证明 Karush-Kuhn-Tucker
定理[2]，为解决各类优化问题提供了有力的理论基础。近年来，也有一些学者研究了 Farkas 引理的推广

及应用，王周宏[3]研究了 Farkas 引理对锥不等式的推广并给出了理论证明，钱金娥[4]研究了 Farkas 引理

的各类等价形式并给出了相关证明。 
张量是一种多维数组，是矩阵的一种高阶推广，同时也被称为超矩阵，张量具有方向和大小，可以

进行加法、减法、乘法等运算[5]。张量在量子力学、流体力学、电磁学等物理学领域有着广泛的应用，

它为各种抽象的物理学定义提供了简单的数学框架，在机器学习、深度学习、高维图像分析等计算机领

域中，张量是存储和处理数据的基本数据结构，用于表示数据的输入、输出。随着对张量的深入研究，

广大学者定义了各种结构的张量包括半正定张量[6]、R0 张量、随机 R0 张量[7]等，并研究了他们的性质

以及应用。 
在矩阵的理论体系下，Farkas 引理为解决各类优化问题建立了重要的理论基础，而在涉及张量理论

的优化问题中，Farkas 引理没有得到广泛的应用，相关的研究也较为有限。为了丰富 Farkas 引理在张量

理论中的应用，推动张量理论在优化问题中的发展，本文以 Farkas 引理为中心，结合张量理论的相关知

识，将一般结构下的 Farkas 引理推广到了张量结构下的 Farkas 引理，利用张量与向量的乘积构建方程组

并引入了嵌入集合及相关定义，证明了 { }1| , 0mD z z x x−= = ≥ 为非空闭凸集，进而利用点与闭凸集的分

离定理，完成了证明。 

2. 预备知识 

本节给出一般结构下的 Farkas 引理以及张量的相关定义。 
定理 2.1 [8]设 Rm nA ×∈ 为 m n× 阶实矩阵， Rnb∈ 为非零向量，则下面两组方程： 
(a) 存在 Rnx∈ ，使得 Ax b= ，且 0x ≥ ， 
(b) 存在 Rmy∈ ，使得 T 0A y ≤ ， T 0b y > ， 
有且仅有一组有解。 
定义 2.1 若张量满足 

( ) [ ]
1 2

,R R
m

m

m n n n n
i i i n n n

a × × ×

× × ×
= ∈ =

�����
�

� �
 ， 

则称为 m 阶 n 维张量， [ ],R m n
为 m 阶 n 维张量的集合。 

定义 2.2 若张量的项在相同索引的不同排列下是相同的，即 
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1 2 3 2 1 3 3 2 1 1 2 1
,

m m m m m mi i i i i i i i i i i i i i i ia a a a
− −

= = = =� � � ��  

则为对称张量，记 [ ],S m n 为 m 阶 n 维对称张量的集合，则 [ ],S Sm n n n n× × ×∈ = � 。 
推论 2.1 对称张量的基于任意维度下的转置仍然是对称张量本身。 
证明：根据定义 2.2 中对称张量的性质，交换任意两个维度得到的项与原来的项仍相同。  
定义 2.3 设张量 [ ],R m n∈ ，向量 Rnx∈ ，则 

1mx − 表示Rn 中的向量，即 

( ) 2 3 2 3
2 3

1

, 1
m m

m

n
m

ii i i i i ii i i i
x a x x x−

=

= ∑ �
�

� ， 

其中 { }1,2, ,ni I n∈ = � ， ( )1−m

i
x 表示 1mx − 这个向量的第 i 个分量。 

2mx − 表示Rn n× 中的矩阵，即 

( ) 3 3 4
3 4

2
, ,

, 1
m m

m

n
m

iji i i i iij i i i
x a x x x−

=

= ∑ �
�

� ， 

其中 { }, 1,2, ,ni j I n∈ = � ， ( )2−m

ij
x 表示 2mx − 这个矩阵的第 i 行第 j 列的项。 

x 表示 [ ]1,R m n−
中的 1m − 阶 n 维张量，即 

( )
1 2 11 2 1 1

mm

n

i i i j ji i i
j

x a x
−−

=

= ∑ ��
 ， 

其中 { }1 2 1 1,2, ,m ni i i I n− ∈ =� � 。 
定义 2.4 设 [ ]R m,n∈ ，若任意的

1 2
0≤� mi i ia ，则称 0≤ 。 

推论 2.2 若 [ ],S m n∈ ，则 [ ]1,S m nx −∈ 。 
证明：由定义 2.2 知，设 [ ]j n∈ ，则 

1 2 1 2 1 1 1 2 1 1 2 1m m m m m mi i i j i i i j i i i j i i i ja a a a
− − − − − −

= = = =� � � �� ， 

那么 

1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 1
1 1 1 1

m m m m m m

n n n n

i i i j j i i i j j i i i j j i i i j j
j j j j

a x a x a x a x
− − − − − −

= = = =

= = = =∑ ∑ ∑ ∑� � � �� ， 

即 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 1m m m m m mi i i i i i i i i i i ix x x x

− − − − − −
= = = =

� � � �
�    ， 

由对称张量的性质知， x 也是对称张量。 

3. 张量结构下的 Farkas 引理 

本节首先给出一些相关的定义，引理及推论。 
定义 3.1 设 RmD∗ ⊂ ， RnD ⊂ ， m n≤ ，若满足 

z D∗∀ ∈ ， ( ){ },0 | 0 Rn mD z −= ∈ ， 

则称 D 为 D∗ 在Rn 下的嵌入集合。 
引理 3.1 设 Rm nA ×∈ 为m n× 阶矩阵，且 0A ≠ ，则 { }| , 0D z z Ax x= = ≥ 为无限集。 
引理 3.2 设凸集 D 非空且非单点，则 D 为无限集。 
推论 3.1 设 [ ],m nS∈ 为 m 阶 n 维对称张量且 0≠ ，则凸集 { }1| , 0mD z z x x−= = ≥ 为无限集。 
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证明：由 0≠ 易知恒有
1 2

0
sk k ka ≠� ， [ ]sk n∈ ，取 s 个 n 维向量组成的单位正交向量组 

1 21 2, , ,
sk k s kx x xε ε ε= = =� ， 

存在 1 2,t t ，使得
1 2

1 1 0
t t

m m
k kε ε− −≠ ≠  ，故 D 为非空且非单点凸集，由引理 3.2 知，D 为无限集。 

引理 3.3 [9]设{ }pz 为集合 D 中的任意点列，若满足 

( )0pz z p→ →+∞ ， 

则 0z 为 D 的边界点或内点。 
引理 3.4 设 RmD∗ ⊂ ， RnD ⊂ ，m n≤ ，D 为 D∗ 在Rn 下的嵌入集合，则 D 为凸集是 D∗ 为凸集的充

分必要条件，且集合 D 中的点都是边界点。 
证明：先证必要性，设 1 2,z z D∈ ， ( )0,1λ∈ ，因为 D 为凸集，则 ( )1 21z z Dλ λ+ − ∈ ，根据定义 3.1， 

( ) ( )1 2,0 , ,0z z D∗∈ ，则 ( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2,0 1 ,0 1 ,0z z z z Dλ λ λ λ ∗+ − = + − ∈ 显然，故 D∗ 为凸集。 
再证充分性，设 ( ) ( )1 2,0 , ,0z z D∗∈ ， ( )0,1λ∈ ，因为 D∗ 为凸集， ( ) ( )( )1 2,0 1 ,0z z Dλ λ ∗+ − ∈ ，根据定

义 3.1， 1 2,z z D∗∈ ， ( )1 21z z Dλ λ+ − ∈ 显然，故 D 为凸集。 
由引理 3.3 知，集合 D 中的点都是边界点。 
引理 3.5 [8]设 RnD ⊂ 为非空闭凸集， Rny∈ ， y D∉ ，则存在非零向量 Rnα ∈ 和实数 β 使得 

T Tx yα β α≤ < ， x D∀ ∈ ， 

成立，即存在超平面 { }TR |nH x xα β= ∈ = 严格分离点 y 和凸集 D。 
根据定理 2.1，将m n× 阶矩阵 A 推广为 m 阶 n 维对称张量，以下给出了张量结构下的 Farkas 引理。 
定理 3.1 设 [ ],S m n∈ 为 m 阶 n 维对称张量， Rnb∈ 为非零向量，则下面两组方程： 
(a) 存在 Rnx∈ ，使得 1mx b− = ，且 0x ≥ ， 
(b) 存在 Rny∈ ，使得 0y ≤ ， T 0b y > ， 
有且仅有一组有解。 
证明：要证明方程组(a)、(b)有且仅有一组有解，只需证明当方程组(a)有解时方程组(b)无解，当方程

组(a)无解时方程组(b)有解即可。 
设方程组(a)有解，则存在非负的 Rnx∈ ，使得 1mx b− = ，由于为对称张量，则 

( ) ( )T 1T 1 T mmb y x y x y
−−= =  ， 

根据推论 2.2，记张量 

( ) [ ]
1 2 1

1,S
m

m n
i i i n n n

t y
−

−

× × ×
= = ∈� �

  ， 

设 0y= ≤  ，故
1 2 1

0
mi i it
−
≤� ，因为 0x ≥ ，则 

( ) 1 2 1 1 2 1
1 2 1

1T T 1

1
0

m m
m

nm m
i i i i i i

i i i
b y x x t x x x

− −
−

− −

=

= = = ≤∑ �
�

�   

对任意的向量 Rny∈ 成立，所以方程组(b)无解。 
设方程组(a)无解，记 1mx z− = ，设 { }1| , 0mD z z x x−= = ≥ ，其中b D∉ ，为了利用点与闭凸集的分

离定理(引理 3.5)，接下来需要先证明集合 D 为非空闭凸集。 
先证明 D 为非空集，已知 [ ],m nS∈ 为 m 阶 n 维对称张量， 0x ≥ 且 Rnx∈ ，则 

( ) 2 3 2 3
2 3

1

, 1
m m

m

n
m

ii i i i i ii i i i
x a x x x−

=

= ∑ �
�

� ， 
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由于 { }1| , 0mD z z x x−= = ≥ ，则存在常数 k，使得 

( )
( )

( )

1

1

1

2

1

m
k

m
k

k

m
k n

x

x
z D

x

−

−

−

 
 
 
 = ∈
 
 
 
 

�







， 

因此 D 为非空集。 
再证明 D 为凸集，由上述证明知 D 为非空集，设 1 2,z z D∈ ，则 

1
1 1

mz x −= ， 1
2 2

mz x −= ， 

对任意的 ( )0,1λ∈ ，有 

( ) ( )1 1
1 2 1 21 1m mz z x xλ λ λ λ− −+ − = + −  ， 

对于分量，有以下关系 

( )( ) ( )( )1 1
1 2 1 21 1m m

i i
z z x xλ λ λ λ− −+ − = + −  ， 

即 

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 3 2 32 3 2 3
2 3 2 3

2 3 2 32 3 2 3
2 3 2 3

2 3 2
2 3

1 1
1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 1

1 1 1 2 2 2

1 1

1

1

1 1

1

1

m mm m
m m

m mm m
m m

m
m

m m
i i i

n n

ii i i ii i ii i i i i i
i i i i i i

n n

ii i i ii i ii i i i i i
i i i i i i

n

ii i i i
i i i

z z x x

a x x x a x x x

a x x x a x x x

a x

λ λ λ λ

λ λ

λ λ

λ

− −

= =

= =

=

+ − = + −

= + −

= + −

=

∑ ∑

∑ ∑

∑

� �
� �

� �
� �

�
�

� �

� �

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2 3

1 1 2 2 21 ,
m mi i i i ix x x x xλ+ −� �

 

存在向量 Rnt∈ 使得 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 2 3 2 3

1 1 1 1 1 11
m m mi i i i i i i i it t t x x x x x xλ λ= + −� � � ， 

其中 { }2 3 1,2, ,mi i i n∈� � ，则 

( )( ) ( )2 3 2 3
2 3

1
1 2

, 1
1

m m
m

n
m

ii i i i i ii ii i i
z z a t t t tλ λ −

=

+ − = =∑ �
�

�  ， 

由于 ( ) 1
1 21 mz z t Dλ λ −+ − = ∈ ，故 D 为凸集。 

最后证明 D 为闭集，当中的项全为 0 时， { }0D = ，显然 D 为闭集。 
当中的项不全为0时，则由推论3.1知D为无限凸集，因此可以在D中可选取两两不同的点列{ }pz ，

令 ( )0pz z p→ →∞ ，由引理 3.3 知 0z 在 D 的闭包中，若 0z 在 D 的内部，则有 0z D∈ ，故要证 D 为闭集，

只需证明当 0z 为 D 的边界点时，恒有 0z D∈ 。 
设 0z 为 D 的边界点，记为 0z D∈∂ ，在 D 中选取任意两两不同的点列{ }pz ，令 ( )0pz z p→ →∞ ，因

pz D∈ ，所以存在 px 使得 
1, 0, 1,2,3,m

p p pz x x p−= ≥ = �
 

故 ( )1
0

m
px z p− → → +∞ ，取 ( ) ( ) ( )( )T

1 2, , , Rp p p n
p nx x x x= ∈� 展开得 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( )

2 3 2 3
2 3

2 3 2 3
2 3

2 3 2 3
2 3

1
, 1 0

1
0

2 2
, 1

0

,

m m
m

m m
m

m m
m

n
p p p

i i i i i i
i i i

n
p p p

i i i i i i
i i i

n np p p
ni i i i i i

i i i

a x x x
z

a x x x z p

z
a x x x

=

=

 
 
   
   
   

→ → +∞   
   
   

  
 
 

∑

∑

∑

�
�

�
�

�
�

�

�

�
�

�

，                  (1) 

将(1)展开可以构建方程组，即 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0
111 1 1 1 1 121 1 2 1 1 1 1

0
211 1 1 1 1 221 1 2 1 1 2 2

0
11 1 1 1 1 21 1 2 1 1

p p p p p p p p p
nn n n n n

p p p p p p p p p
nn n n n n

p p p p p p p p p
n n nnn n n n n n

a x x x a x x x a x x x z

a x x x a x x x a x x x z p

a x x x a x x x a x x x z

+ + + →

+ + + →
→∞

+ + + →

� � �

� � �

� � �

� � � �

� � � �
�

� � � �

。      (2) 

考虑到 ( )2 3 2 3 2 3

T

1 2, , , 0
m m mi i i i i i ni i ia a a =� � �� 或 ( )11 1 21 1, , , 0i i inn na a a =� � �� 的情况，去掉(1)中这两种情况的

零式，将(2)改写为 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

0
111 1 1 1 1 121 1 2 1 1 1 1

0
211 1 1 1 1 221 1 2 1 1 2 2

0
11 1 1 1 1 21 1 2 1 1

m m

m m

m m

p p p p p p p p p
r r r r r r

p p p p p p p p p
r r r r r r

p p p p p p p p p
k k kr r r kr r r

a x x x a x x x a x x x z

a x x x a x x x a x x x z
p

a x x x a x x x a x x x z

+ + + →

+ + + →
→∞

+ + + →

� � �

� � �

� � �

� � � �

� � � �

�

� � � �

，     (3) 

其中 2 30 , , , , mk r r r n≤ ≤� 且均为实数。 
令 2 3 mr r r r= + + +� ，设 ( )ij k r

B b
×

= 为上式的系数矩阵，取向量 R rt∈ 且 
( ) ( ) ( ) ( )

2 3 m

p p p p
i i i it x x x= � ， 2 3 2mi i i i m= + + + − +� ， j ji r≤ ， 2 j m≤ ≤ 。 

则(3)等价于 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

0
11 1 12 2 1 1

0
21 1 22 2 2 2

0
1 1 2 2

+ + + →

+ + + →
→∞

+ + + →

�

�
�

�

p p p
r r

p p p
r r

p p p
k k k kr r k

b t b t b t z

b t b t b t z p

b t b t b t z

。 

显然 B 的每行和每列中都至少存在一个非零元素，令 

{ }| , 0 R kD z z Bt t∗ ∗ ∗= = ≥ ∈ ， k n≤ 。 

根据定义 3.1， Rn 中的 D 为R k 中的 D∗ 在Rn 中的嵌入集合，已证得 D 为凸集，由引理 3.1 和引理

3.4 知 D∗ 为无限凸集，且 D 中的点都是边界点，故 

z D∀ ∈ ， ( ),0z D z z∗ ∗ ∗∃ ∈ ⇒ = . 

同理 

z D∗ ∗∀ ∈ ， ( ),0z D z z∗∃ ∈ ⇒ = . 

由于 z， z∗ 分别是 D， D∗ 中的任意向量，故以下结论成立 

0 0 0 0, ,z D z D z D z D∗ ∗ ∗ ∗∀ ∈∂ ∈ ⇔∀ ∈∂ ∈ . 
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只需证明 { }| , 0D z z Bt t∗ ∗ ∗= = ≥ 为闭集即可得到 { }1| , 0mD z z x x−= = ≥ 为闭集的结论，而 

{ }| , 0D z z Bt t∗ ∗ ∗= = ≥ 为闭集在[4]中已得到证明，故 { }1| , 0mD z z x x−= = ≥ 为闭集。 
综上所述，D 为非空闭凸集，根据引理 3.5，存在非零向量 Rnα ∈ 和实数 β 使得 

z D∀ ∈ ， T Tz bα β α≤ < ， 

因为 0 D∈ ，所以 T0 bβ α≤ < ，则 

( ) 1T T 1 T mmz x xβ α α α
−−≥ = =  ， 

记张量 

( ) [ ]
1 2 1

1,S
m

m n
i i i n n n

q α
−

−

× × ×
= = ∈� �

  ， 

则 

( ) 1 2 1 1 2 1
1 2 1

1T T 1
m m

m

nm m
i i i i i i

i i i
z x x q x x xβ α

− −
−

− −≥ = = = ∑ �
�

�  ， 

由于实数 β 是有限实数，
1 2 1
, , ,

mi i ix x x
−

� 均为任意的非负实数，要保持上述不等式成立，一定有

0α ≤ ，又因为 T T 0b bα α= > 成立，所以存在向量α 使得方程组(b)成立，即方程组(b)有解，定理得证。 
当 2m = 时，定理 3.1 退化为了定理 2.1。在应用方面，张量结构下的 Farkas 引理在张量结构的优化

问题中可以用来证明解的存在性，考虑如下优化问题， 
3min

s.t. 0
x q b

x
+ =

≥


                                   (4) 

其中 [ ]4,3S∈ 为四阶三维对称张量， 3Rq∈ ， 3Rb∈ 。直接确定问题(4)解的存在性是困难的，那么可以利

用定理 3.1，若不等式组 

( )T

0

0

x

b q x

>


− >


 

有解，则问题(4)一定有解。 
相较于一般结构下的 Farkas 引理，张量结构下的 Farkas 引理适用于更加复杂的张量系统，这种推广

对于解决带有张量结构的优化问题具有重要意义，为张量理论在优化问题中的发展打开了新的思路。 

4. 结论 

本文将一般结构下的 Farkas 引理推广为张量结构下的 Farkas 引理，即给定 m 阶 n 维对称张量与

非零向量 Rnb∈ ，存在向量 Rnx∈ ，使得 1mx b− = 且 0x ≥ 或者存在向量 Rny∈ ，使得 0y ≤ 且 T 0b y > ，

通过引入嵌入集合的概念并利用张量与向量的乘积构建方程组，证明了集合 { }1| , 0mD z z x x−= = ≥ 为非

空闭凸集，利用点与闭凸集的分离定理证明了该推广，最后给出了推广结果在相关优化问题中的应用。

但是本文主要考虑的是对称张量，对于一般的张量或者更为特殊的张量，该推广是否成立仍然需要进一

步研究，对于张量结构下的 Farkas 引理，能否推导出张量结构下约束优化问题的 KKT 条件同样需要更

深入的研究。 
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