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摘  要 

回收锥和回收函数作为凸分析的重要研究对象，在最优化理论中有着广泛的应用。本文首先根据渐近锥

和回收锥有关交集运算的性质推导出了渐近锥关于并集运算的性质。其次，针对正则条件下回收函数的

四则运算进行了讨论，并得出了相应的结论。最后，举例说明了回收函数一些性质成立时相关条件的合

理性。 
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Abstract 
The recession cone and recession function are extremely important research objects in Convex 
Analysis. They have extensive applications in the optimization theory. Firstly, this article investi-
gates the properties of union operation of asymptotic cones based on the properties of the inter-
section operation of asymptotic cone and recession cone. Secondly, the four operations of the re-
cession function under regular conditions are discussed and corresponding conclusions are drawn. 
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Finally, examples are given to illustrate the rationality of the relevant conditions when some 
properties of recession function hold. 
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1. 引言 

在二十世纪六十年代末期，凸分析[1] [2] [3]日益形成，随后逐渐发展起来，成为新的数学分支。凸

分析主要研究凸集和凸函数的性质及其应用。在凸分析的基本概念中，回收锥和回收函数作为刻画凸集

和凸函数无界性的主要工具，得到了广泛的研究和应用。早在 1970 年，Rockafellar [1]针对回收锥和回收

函数的基本概念、性质及其应用进行了详细的介绍。此外，文献[2]和[3]也针对凸优化概念的理论和应用

进行了详细介绍。Rockafellar 在凸分析中讨论凸集的回收锥及其性质和应用。1979 年，Beer [4]提出了非

凸集合的回收锥，并利用其研究增函数的性质，证明数值分析中的重要定理和关于闭集与闭性的优化理

论。 
凸性在研究回收锥和回收函数的性质中起着重要的作用。如：1974 年，Robert [5]利用集合的回收锥、

函数的回收锥讨论了最优性条件。在文献[6] [7] [8]中回收锥和回收函数在凸性条件下具有很好的性质。

Lara 在文献[9]中讨论了拟凸条件下的一些拟凸渐近函数及其应用。然而，因为回收锥不能反映一个集合

在无穷远处的性质，所以对于非凸条件下回收锥和回收函数的研究并不多。近年来，Li 等人[10]扩展了

非凸条件下回收锥和回收函数的研究，表明了函数的单调性和 Lipschitz 连续性与回收函数的性质密切相

关。特别地，他们在非凸条件下的渐近分析中引入了正则性的概念，并得到了正则性条件下非凸优化问

题解集有界性和非空性的刻画。随后，在文献[11]中 Li 等人从回收函数的角度讨论了渐近函数的单调性

和 Lipschitz 连续性，并利用非线性标量化函数研究了一般约束条件下非凸优化问题解集的有界性和非空

性。 
本文以文献[1] [2] [3]中回收锥和回收函数的基本理论作为基础，针对文献[10]中回收锥和回收函数的

性质作了进一步研究。首先，根据渐近锥和回收锥有关交集运算的性质研究了渐近锥关于并集运算的性

质。其次，针对正则条件下回收函数的四则运算进行了讨论并得到了相应的结论。最后，再举例说明了

回收函数一些性质成立时相关条件的合理性。 

2. 预备知识 

令 nR 为 n 维欧氏空间。对于函数 { }: nf R R→ +∞ ，定义 

( ){ }: ,ndom f x R f x= ∈ < +∞
 

( ) ( ){ }1, : .nepi f x R f xα α+= ∈ ≥
 

若对于任意 nx R∈ 有 ( )f x > −∞且 dom f ≠ ∅，则称函数 f 是真函数。 
定义 2.1 [10]设 nA R⊂ 为一非空集合，A 的渐近锥记为 A∞，其定义如下 
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{ }: 0, , .n
n n n nA u R t x A t x u∞ = ∈ ∃ ↓ ∃ ∈ →  

特别地，若 A 为非空凸集，则渐近锥 A∞退化为回收锥 A∞ ，其中 

{ }: , 0, .nA u R x u A x Aλ λ∞ = ∈ + ∈ ∀ ≥ ∀ ∈  

定义 2.2 [10]函数 { }: nf R R→ +∞ 的渐近函数 f∞ 和回收函数 f ∞ 分别定义如下 

( ) ,epi f epi f∞ ∞
=  

( ) .epi f epi f ∞∞ =  

定义 2.3 [10]设 nA R⊂ 为一非空集合， { }: nf R R→ +∞ 为一个真函数。若 A A∞
∞= ，则称集合 A 是

正则的。若 f f∞
∞= ，则称函数 f 是正则的。 

文献[3] [10]给出了渐近锥和回收锥的以下性质。 
引理 2.4 [10]对任意一组集合 ,n

iA R i I⊂ ∈ ，其中 I 为任意指标集且 i I iA∈ ≠ ∅ ，则 
1) [ ] ( )i I i i I iA A∈ ∈∞ ∞

⊂  ， 
2) [ ]i I i i I iA A ∞∞

∈ ∈⊂  。 
注 2.5 在引理 2.4 中若 ( )n

iA R i I⊂ ∈ 为闭凸集，则包含关系变成等式关系。 
引理 2.6 [3]设 1 2,A A 为 nR 中的非空闭凸集，假设 A1 回收方向的反方向都不是 A2 的回收方向，则

1 2A A+ 为闭集且 

( )1 2 1 2 .A A A A
∞ ∞ ∞+ = +  

引理 2.7 [10]设 { }: nf R R→ +∞ 是一个真函数，则对任意 nu R∈ 有 

( ) ( )
,

lim inf .
u u t

f tu
f u

t∞ ′→ →+∞

′
=  

引理 2.8 [3]设 { }: nf R R→ +∞ 是一个真函数，则对任意 nu R∈ 有 

( ) ( ) ( )
, 0

sup .
x domf t

f x tu f x
f u

t
∞

∈ >

+ −
=  

引理 2.9 [2]设 { }: nf R R→ +∞ 是一个真函数，若 f 是正则的，则 

( ) ( ) ( ) ( )0 0lim ,
t

f x tu f x
f u f u

t
∞

∞ →+∞

+ −
= =

 

其中 0x dom f∈ 。若 0 dom f∈ ，则 

( ) ( ) ( )lim .
t

f tu
f u f u

t
∞

∞ →+∞
= =  

引理 2.10 [10]设 { }1 2, : nf f R R→ +∞ 是正则函数，则对任意 nu R∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 .f f u f u f u
∞ ∞ ∞

± = ±  

定义 2.11 [12]设 A 为 nR 中一非空凸集，f 是 A 上的函数。若对任意两点 1 2,x x A∈ 和 ( )0,1λ ∈ 有 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1 ,f x x f x f xλ λ λ λ+ − ≤ + −  

则称函数 f 为 A 上的凸函数。 
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3. 回收锥和回收函数的性质 

文献[3]和[10]给出了渐近锥和回收锥有关交集的运算性质。下面结合相关定理给出渐近锥的并集运

算性质。 
定理 3.1 对任意一组集合 ,iA i I∈ ，其中 I 为任意指标集，则有 

( ) [ ] .i I i i I iA A∈ ∈ ∞∞
⊂   

证明：设 ( )i I iu A∈ ∞
∈ ，则存在 0i I∈ 使得 ( )0i

u A
∞

∈ 。由渐近锥的定义得存在
00 , 0,k k ii I t x A∈ → ∈ 使

得 k kx t u→ 。因此存在 0,k k i I it x A∈→ ∈ 使得 k kx t u→ 。即 [ ]i I iu A∈ ∞
∈  ，故 ( ) [ ]i I i i I iA A∈ ∈ ∞∞

⊂  。从

而结论成立。 
推论 3.2 当 i 为有限指标集时，则 

( )1 1 .n n
i i i iA A= =∞ ∞

 =     

证明：下面用数学归纳法证明 ( )1 1
n n
i i i iA A= =∞ ∞

 =    成立。 

令 2i = ，若 ( )1 2u A A
∞

∈  ，则存在 1 20,k kt x A A→ ∈  使得 k kx t u→ 。从而存在 10,k kt x A→ ∈ 或

2kx A∈ 使得 k kx t u→ 。即存在 { }
00 1,2 , 0,k k ii t x A∈ → ∈ 使得 k kx t u→ 。故存在 { }0 1,2i ∈ 使得 ( )0i

u A
∞

∈ 。

从而有 ( ) ( )1 2u A A
∞ ∞

∈  。 

再由定理 3.1 可知 ( ) ( ) ( )1 2 1 2A A A A
∞ ∞ ∞
=  。 

假设当 ( )2i m m= > 时结论成立，即 ( )1 1
m m
i i i iA A= =∞ ∞

 =    ，则当 1i m= + 时有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 .m m m m m

i i i i m i i m i i m i iA A A A A A A A+ +
= = + = + = + =∞ ∞ ∞ ∞ ∞∞ ∞

  = = = =            

从而由数学归纳法有 ( )1 1
n n
i i i iA A= =∞ ∞

 =    。 

下面举例说明上述定理。 

例 3.3 设 ( ) ( ){ }2
1 1 2 1 2 2 1 2 2 1

1

1, : 0, , , :A x x x x A x x x x
x

 
= > ≥ = ≥ 
 

，则 

( ){ } ( )2
1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2

1

1, : 1, , : 1, .A A x x x x x x x x x
x

 
= ≤ ≥ > ≥ 

 
   

从而 

( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2, : 0, 0 .A A x x x x
∞
= ≥ ≥  

又 1A 和 2A 的渐近锥分别为 

( ) ( ){ }1 1 2 1 2, : 0, 0 ,A x x x x
∞
= ≥ ≥  

( ) ( ){ }2 1 2 1 2, : 0, 0 .A x x x x
∞
= = ≥  

从而 

( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2 1 2, : 0, 0 .A A x x x x
∞ ∞

= ≥ ≥  

这表明 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 .A A A A
∞ ∞ ∞
=   
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下面给出正则条件下渐近函数的一些运算性质。 
定理 3.4 设 { }: nf R R→ +∞ 是正则函数，且 f 是线性泛函，则 

1) 对任意 nu R∈ 有 ( ) ( )
( ) ( )

0,
0.

f u
f u

f u
λ λ

λ
λ λ
∞

∞
∞

≥
= − − <

 

2) 对任意 , nu v R∈ 有 ( ) ( ) ( )f u v f u f v∞ ∞ ∞+ = + 。 
证明：(1) 当 0λ ≥ 时，由引理 2.9 有 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0

0 0

lim

lim

lim .

t

t

t

f x tu f x
f u f u

t
f x tu f x

t
f x tu f x

f u
t

λ
λ λ

λ λ λ

λ λ

∞
∞ →+∞

→+∞

∞→+∞

+ −
= =

+ −
=

+ −
= =

 

当 0λ < 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).f u f u f uλ λ λ∞ ∞∞
 = − − = − −   

(2) 根据引理 2.9，对任意的 , nu v R∈ 有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

2 2
lim lim

lim

lim

lim lim .

t t

t

t

t t

f x tu tv f x f x tu tv f x
f u v

t t
f x tu f x tv f x f x

t
f x tu f x f x tv f x

t t

f x tu f x f x tv f x
f u f v

t t

∞ →+∞ →+∞

→+∞

→+∞

∞ ∞→+∞ →+∞

+ + − + + −
+ = =

+ + + − −
=

+ − + − 
= + 

 
+ − + −

= + = +

 

注 3.5 在定理 3.4 中，函数 f 为线性泛函的条件是必不可少的。即使 ( )f x 是次线性的，该结论也不

一定成立。 
例 3.6 设 ( ) ,f x x x R= ∈ ，则对任意的 x R∈ 和 0t > 有 

( ) ( ).f t x t x t x t f x= = =  

对任意的 1 2,x x R∈ 有 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2 .f x x x x x x f x f x+ = + ≤ + = +  

这表明 ( )f x 是次线性泛函，且 ( )f x x= 是正则的。由引理 2.9 可知 

( ) ( ) ( ) 0 00 0lim lim ,
t t

x t u xf x t u f x
f u

t t
λλ

λ∞ →+∞ →+∞

+ −+ −
= =

 

( ) ( ) ( ) 0 00 0lim lim .
t t

x tu xf x tu f x
f u

t t
λ λ

λ λ∞ →+∞ →+∞

+ −+ −
= =

 

( ) ( ) ( ) 0 00 0 2 2
lim lim ,
t t

x tu tv xf x tu tv f x
f u v

t t∞ →+∞ →+∞

+ + −+ + −
+ = =  

( ) ( ) 0 0 0 0 0 0 02
lim lim lim .
t t t

x tu x x tv x x tu x tv x
f u f v

t t t∞ ∞ →+∞ →+∞ →+∞

+ − + − + + + −
+ = + =  
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无法得到定理 3.4 中的结论。 
定理 3.7 设 ( ) ( ) ( ) ( )max , mini I i i I if x f x f x f x∈ ∈= = ，且 ( ) ,if x i I∈ 是正则函数，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )max , min max .i I i i I i i I if u f u f u f u f u∞ ∈ ∈ ∞ ∈∞ ∞ ∞
≤ ≤ ≤  

证明：因为 ( ) ( ) ( ) ( )max , mini I i i I if x f x f x f x∈ ∈= = ，则 ,i I i i I iepi f epi f epi f epi f∈ ∈= =  。 
取 i iA epi f= ，则根据引理 2.4 有 

[ ] [ ] ( ) ( ) .i I i i I i i I i i I iA epi f epi f A epi f∈ ∈ ∈ ∈∞ ∞ ∞ ∞∞
 = = ⊂ =      

从而有 ( ) ( ) ( )maxi I if u f u∞ ∈ ∞
≤ 。 

根据定理 3.1 有 

( ) ( ) [ ] [ ] .i I i i I i i I i i I iA epi f A epi f epi f∈ ∈ ∈ ∈∞ ∞∞ ∞ ∞
 = ⊂ = =       

从而有 ( ) ( ) ( )mini I if u f u∈ ∞∞
≤ 。 

又根据 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )max max max max .i I i i I i i I i i I if u f u f u f u f u∞ ∈ ∈ ∈ ∈∞ ∞∞ ∞
= − − = − − ≤ − − =        

故得到 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )min maxi I i i I if u f u f u∈ ∞ ∈∞ ∞
≤ ≤ 。 

定理 3.8 设 { }1 2, : nf f R R→ +∞ 是正则的，若 1 2f f 是正则的且 1 20 ,0dom f dom f∈ ∈ ，并且

( ) ( ) ( ) ( )1 2f u f u
∞ ∞

有界大于 0，则有 ( ) ( )1 2f f u
∞

= +∞ 。 
证明：因为 1 2f f 是正则的且 1 20 ,0dom f dom f∈ ∈ ，从而根据渐近函数的计算方法有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2
1 2 lim lim lim ,

t t t

f f tu f tu f tu f tu f tu
f f u t

t t t t∞ →+∞ →+∞ →+∞
= = =  

又由 ( ) ( ) ( ) ( )1 2f u f u
∞ ∞

有界大于 0，{ }tt
→+∞

是无穷大量，则根据无穷大量的运算性质可得 ( ) ( )1 2f f u
∞

= +∞ 。 

若 { }1 2, : nf f R R→ +∞ 是正则的，不能推出 1 2f f 和 ( )1 2 2 0f f f ≠ 也是正则的。 
例 3.9 设 ( ) ( ) ( )2 4

1 2 3, , ,f x x f x x f x x x R= = = ∈ 都是正则函数，由回收函数的计算方法有 

( ) ( ) ( )3 3
2 2 2 3

1 2
, 0 , 0

sup sup 3 3 ,
x R t x R t

x tu x
f f u ux tu x t u

t
∞

∈ > ∈ >

+ −
= = + +  

当 0u > 时， ( ) ( )1 2f f u∞ = +∞。 
当 0u < 时， ( ) ( )1 2 0f f u∞ = 。 
再由渐近函数的计算方法有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 3
1 2 , ,

lim inf liminf ,
u u t u u t

f f tu
f f u t u

t∞ ′ ′→ →+∞ → →+∞

′
′= =  

当 0u > 时， ( ) ( )1 2f f u
∞

= +∞。 

当 0u < 时， ( ) ( )1 2f f u
∞

= −∞。 

可知 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2f f u f f u∞

∞
≠ ，从而 3

1 2f f x= 和 ( )3
3 1 0f f x x= ≠ 不是正则的。 

定理 3.10 设 { }1 2, : nf f R R→ +∞ 是正则的，若 ( )1 2 2 0f f f ≠ 是正则的且 1 20 ,0dom f dom f∈ ∈ ，令

( ) ( ) ( ) ( )1 2f u f u a
∞ ∞

= ，其中 a 为实数，则以下结论成立： 
1) 当 0a = 时， ( ) ( )1 2 0f f u

∞
= ， 

2) 当 a 有界时， ( ) ( )1 2 0f f u
∞

= 。 
证明：因为 ( )1 2 2 0f f f ≠ 是正则的且 1 20 ,0dom f dom f∈ ∈ ，从而根据渐近函数的计算方法有 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 2 1 2 11

2 2

1lim lim lim ,
t t t

f f tu f tu f tu f tu tf u
f t t f tu t t→+∞ →+∞ →+∞

∞

 
= = = 

 
 

又{ }1 tt
→+∞

是无穷小量，从而根据无穷小量的运算性质可得定理 3.10 中的结论。 

下面举例来说明定理 3.8 和定理 3.10 的合理性。 
例 3.11 设 ( ) ( )1 2 ,f x f x x x R= = ∈ ，则根据引理 2.9 可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 lim lim 0,

t t

f tu tuf u f u u
t t∞ ∞ →+∞ →+∞

= = = = ≠  

从而 ( ) ( ) ( ) ( ) 2
1 2 0f u f u u

∞ ∞
= > ，又有 

( ) ( ) ( ) ( ) 2 2
1 2 2

1 2 lim lim lim .
t t t

f f tu t uf f u u t
t t∞ →+∞ →+∞ →+∞

= = = = +∞  

例 3.12 设 ( ) ( ) 2
1 2, , 0f x x f x x x= = > 。则由引理 2.9 可得 

( ) ( ) ( )1
1 lim lim 0,

t t

f tu tuf u u
t t∞ →+∞ →+∞

= = = ≠
 

( ) ( ) ( ) 2 2
2 2

2 lim lim lim ,
t t t

f tu t uf u tu
t t∞ →+∞ →+∞ →+∞

= = = = +∞
 

又有 

( ) ( ) ( )1 21
2

2

1 1lim lim lim 0.
t t t

f f tuf tuu
f t t t u→+∞ →+∞ →+∞

∞

 
= = = = 
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