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摘  要 

假设保险公司有两种不同的保险业务，它们之间存在着稀疏相依的关系，保险公司在购买比例再保险的

同时将盈余部分投资于无风险资产和风险资产，其中通过不变方差弹性模型刻画出风险资产的价格过程，

进一步考虑时滞效应的影响，在均值–方差准则下建立最优控制问题，利用随机控制理论得到相应的HJB
方程，然后得到最优的再保险和投资策略，并分析模型参数对最优策略的影响。 
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Abstract 
Assuming that the insurance company has two different insurance businesses, which have sparse 
dependencies between them, while purchasing proportional reinsurance, the insurance company 
invests the surplus in risk-free assets and risky assets. Among them, the price process of risky as-
sets is described by the CEV model, and the impact of time delay is further considered. Under the 
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mean-variance criterion, an optimal control problem is established, and the corresponding HJB 
equation is obtained using stochastic control theory. Then the optimal reinsurance and invest-
ment strategies are obtained, and the impact of model parameters on the optimal strategy is ana-
lyzed. 
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1. 引言 

保险公司如何选择最优再保险和投资策略的问题一直是金融学和保险研究的热点。大量的学者通过

不同方法和理论研究，在理论和实践上取得了许多重要成果。Schmidli [1]考虑了一个经典的风险模型，

并允许投资于风险资产以及比例再保险。通过 HJB 方法，找到了最佳策略，论文证明了 HJB 方程的任何

递增解都是有界的，并在论文中解决了优化问题。黄玲等[2]在部分信息下提出最优再保险和投资问题，

令股票价格具有牛市和熊市的特征，以终端财富指数效用最大化为目标，利用 HJB 方程，分别求解了违

约前和违约后的最优策略。Rong 等[3]在扩散系数指数的参数趋于 0 时，给出了从 HJB 方程导出的偏微

分方程解的渐进展开式，利用偏微分方程的扰动理论，得到最优再保险和投资策略的渐近解。陈子旸等

[4]基于经典风险模型，将超额损失再保险和市场的模糊厌恶相结合，在最大化公司的最终财富期望效应

的准则下，得到了对应的最优再保险策略。而杨鹏等[5]在 PG 风险模型中研究了时间一致的再保险问题，

提出了保险公司在进行再保险时，按照方差值原理来计算再保险保费的情况。在风险资产是带跳的随机

微分方程的条件下，求得时间一致的再保险和投资策略。花祥[6]采用带漂移的布朗运动来刻画保险公司

的盈余，风险资产选用 B-S 模型和 CEV 模型来表示，通过对风险资产进行通胀折算以及对模糊厌恶的考

虑，得到了目标期望效用下保险公司的最优再保险和投资策略。 
然而，观察以上论文不难发现，上述文献大多考虑的是现在的因素对最优策略的影响，却忽略了过

去的信息对现在策略的影响。但在实际中，人们往往会同时考虑历史信息和当时时刻的信息，综合两者

做出判断。于是将时滞效应考虑进去可以帮助我们做出更合理的决策。例如，朱怀念等[7]针对经典

Cramér-Lundberg 模型的近似风险扩散过程，研究了在模糊厌恶和时滞效应的共同作用下，两家互相竞争

的保险公司的再保险投资问题，得到了此种情况下的均衡投资与再保险策略。宾宁等[8]运用随机最优控

制和微分博弈理论，针对 Cramér-Lundberg 模型，得到了均衡投资和再保险策略，然进后一步研究近似

扩散过程，求得指数效用下均衡投资策略和比例再保险策略。Lai 等[9]在论文中论述了在保险人购买超

额损失再保险且盈余由跳扩散模型表示的情况下，结合时滞效应和 CEV 模型，利用随机微分时滞方程，

最终得到以最大化终端财富和平均绩效财富组合的预期指数效用的最优超额损失再保险和最优值函数。

Wang 等[10]在跳跃–扩散和时滞效应的条件下，以均值–方差为优化目标，使用了 CEV 方程和随机控

制方法，通过博弈论框架，分别推导了违约后和违约前情况下的时间一致性再保险投资策略。Deng 等[11]
考虑了具有恒定绝对风险规避偏好的保险公司，并探讨了风险资产用 CEV 模型刻画的情况下的带有限记

忆保险人的再保险与信用债券投资决策问题。得出记忆时间越长，保险公司的再保险和投资决策就越谨

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2024.134143
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


高钰杰，张强 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.134143 1525 应用数学进展 
 

慎的结论。钟慧[12]采用均值–方差准则，在非零和博弈框架和时滞效应的条件下，解决了两家竞争型保

险公司之间的投资与再保险策略问题，进一步考虑了模糊厌恶系数，借助随机控制理论和广义 HJB 系统，

解得时间一致性均衡投资和再保险策略。 
此外，保险业务间的相依关系对投资与再保险影响很大，例如火灾保险和医疗保险，车辆保险出现

的同时一般伴随着人身保险。针对这个方面，学者们也进行了一定的研究。例如，阎方等[13]在 CEV 模

型构筑的财富过程中加入了时滞效应，在均值–方差优化准则下，提出了索赔相依的条件下的最优均衡

投资和比例再保险策略，通过数值分析讨论了模型重要参数对最优策略的影响。Wang 等[14]提出的在最

大化终端财富的期望效用条件下，利用随机控制技术，得到了相应的 HJB 方程。从博弈论的角度推导出

每类业务的最优策略，此外，论文证明了方程组的解总是存在的，但不是唯一的。张彩斌等[15]以最大化

终端财富值的均值–方差效用为目标，假设风险资产的价格过程为跳扩散且是相依的，在博弈论框架下，

利用随机控制理论和相应的广义 HJB 方程，得到最优策略。Azarbad M 等[16]拥有多个相关保险业务的

保险公司在共同冲击依赖相依和最大化目标函数的两个条件下，利用 HJB 方程，找到在某些边界条件下

的唯一解。此外，论文提出了一种算法可以用来求解目标函数的最优解。吴传菊等[17]研究了一类索赔相

依的两险种风险模型，其中两个索赔到达计数过程。通过辅助模型得到破产概率的积分方程，论文还讨

论了其渐进性，在索赔额服从指数分布时得出其解法。慕蕊等[18]在模糊厌恶的背景下，研究了遵循 Heston
模型的风险资产，利用动态规划原则，分别建立了违约后和违约前的鲁棒 HJB 方程，最后通过最大化终

端财富的期望指数效应，得到最优再保险和投资策略。 
以上的研究中大多单独考虑相依风险模型或时滞效应对于保险公司再保险和投资的影响，基于上述

原因，本文同时考虑稀疏相依关系和时滞效应共同作用下的再保险和投资问题。假设保险公司有两种不

同的保险业务，它们之间存在稀疏相依的关系，保险公司在购买比例再保险时将所得的盈余投资于无风

险资产和风险资产，其中通过 CEV 模型刻画出风险资产的价格过程，进一步考虑时滞效应的影响，以随

机控制理论为基础，在均值-方差准则下得到相应的 HJB 方程，然后得到目标最优再保险和投资策略，使

用数值分析方法分析模型参数对模型的影响，得到相关的经济含义。 

2. 建立模型和寻找最优问题 

2.1. 建立模型 

假设某家保险公司有一种业务，该业务分别为两种不同的保险产品。这两种保险产品之间有某种影

响关系，第一种保险业务第 i 次索赔的索赔额度用随机变量 iX 表示，用随机变量 iY 表示第二种保险业务

第 i 次索赔的索赔额度。我们假设风险模型是由两个稀疏相依类别的保险业务组成的。设{ }0, 1,2iX i> =

是独立同分布的随机变量，索赔计数过程 ( ){ }, 0N t t > 表示在 [ ]0,t 内索赔发生的数目，假定它是一个强度

为 0>λ 的泊松过程， ( ){ }, 0pN t t ≥ 是 ( ){ }, 0N t t ≥ 的 p 稀疏相依过程，强度为 pλ，即第一类保险业务的

每一项索赔可能会也可能不会引起第二类保险业务的索赔，如果发生索赔，则第一类的保险业务以概率

p 导致第二类保险业务的索赔发生。第一类索赔的发生和第二类保险业务索赔的发生是相互独立的，且

{ }, 1iX i > ，{ }, 1iY i > 和 ( ){ }, 0N t t ≥ 是相互独立的。那么可以得到： 

[ ]
[ ]

2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

, , ,

, , ,

i i

i i

E X E X a

E Y E Y a p

 = = = 
 = = = 

µ σ λµ

µ σ λ µ
 

有限的一阶矩 [ ] 1 0iE X = >µ ， [ ] 2 0iE Y = >µ ；二阶矩 2 2
1iE X  =  σ ， 2 2

2iE Y  =  σ 。 
此时的保险余额过程为： 
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( )
( ) ( )

0
1 1

,
pN t N t

i i
i i

R t x ct X Y
= =

 
 = + − +
 
 
∑ ∑                                 (1) 

其中， 0x 是初始余额，c 是保费率并且遵循期望值原则，即 

( ) ( )1 1 2 21 1 ,c p= + + +λµ η λ µ η                                 (2) 

且 ( )1,2i i =η 是安全载荷。 

假设保险公司为了避免大额索赔而购买比例再保险。对于每个 [ ]0,t T∈ ，比例再保险用 ( ) ( )( )1 2,q t q tδ
表示， ( ) ( )1 2,q t q t 分别对应索赔 ,i iX Y 。我们给出再保险保费 ( ) ( )( )1 2,q t q tδ 的计算公式，即： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 1 2 2 2, 1 1 1 1 ,q t q t q t a q t a= + − + + −δ ε ε                     (3) 

加入再保险策略后，保险公司的余额过程为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( )

1 2,
1 2 1 2

1 1
d , d d d

pN t N t
q t q t

i i
i i

R c q t q t t q t X q t Y
= =

 = − − −  ∑ ∑δ δ                  (4) 

根据 Zhang 等[19]和 Grandell [20]将索赔过程作近似，我们可以得到： 
( )

( )
( )

( )1 1 1 2 2 2
1 1

d d d , d d .
pN t N t

i i
i i

X a t W t Y a t p W t
= =

≈ − ≈ −∑ ∑λσ λ σ                       (5) 

将公式(2)，公式(3)和公式(5)带入公式(4)中我们可以得到： 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2,
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

d

d d ,

q t q tR a a a q t a q t t

q t W t q t p W t

= − + − + +  

+ +

δ η ε η ε ε ε

σ λ σ λ
 

且 1 2,w w 为标准布朗相关系数 1 2

1 2

p
=

µ µ
ρ

σ σ
。 

此外，假设保险公司投资账户和股票组成的金融市场。那么可以得到储蓄账户的价格过程为： 

( ) ( ) ( )0 0 0d d , 0 ,S t rS t t S s= =                                (6) 

0r > 为无风险利率。 
股票 ( )S t 服从 CEV 模型，即： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3d d d , 0 .S t S t t S t W t S s = + = 
βµ σ                         (7) 

式中，µ 是期望瞬时回报率，σ 是一个正的常数，β 是弹性参数， S βσ 是瞬时波动率。这里假设 r>µ ，

0≥β 且 ( )3W t 与 ( ) ( )1 2,W t W t 相互独立。 
令 ( )tπ 表示为保险公司在 t 时刻在股票投资的金额。在 ( )tπ 和 ( ) ( )( )1 2,q t q tδ 的条件下，保险公司的

财富过程为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2 3

d d

d d d .

X t rX t a a a q t a q t r t t

q t W t p q t W t t S t W t

 = + − + − + + + − 

+ + +

π π

β

η ε η ε ε ε µ π

λσ λ σ π σ
 

然后考虑时滞效应对保险公司财富的影响。假设保险公司带有时滞效应的财富过程为 ( )X tπ 。 
资本流出/流入总额用函数 ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,q q q qf t X t Y t X t Z t− − 表示，其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0e d , , ,
e d

q
q AS q q q q

ASh

h

Y t
Y t X t s Y t Z t X t h

s−

−

= = = −∫
∫
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其中， 0A ≥ 给定的平均参数， 0h ≥ 是时滞参数，在 [ ],t h t− 时间段内的平均财富用 ( ) ( )q qX t Y t− 来刻画，

而 ( ) ( )q qX t Z t− 则是绝对财富在 [ ],t h t− 时间段内的变化。根据过去的财富情况来决定资本的流入和流出

的情况在实际中十分常见。例如，如果之前时间段内保险公司产生了盈利，那么保险公司会奖励员工或

进行股东分红。这就是所说的资本流出的情形，即 0f > ，也就是 ( ) ( )q qX t Y t> 且 ( ) ( )q qX t Z t> 。相反，

如果前段时间保险公司产生了亏损，股东等会投入资金来填补产生的亏损，使得公司达到预期的目标，

这一情况对应了资本的流入，此时 0f < ，即 ( ) ( )q qX t Y t< 且 ( ) ( )q qX t Z t< 。因此，财富过程 ( )X tπ 可

以表达为如下形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2 3

d d

d d d

, , d .q q q q

X t rX t a a a q t a q t r t t

q t W t p q t W t t S t W t

f t X t Y t X t Z t t

 = + − + − + + + − 

+ + +

− − −

π π

β

η ε η ε ε ε µ π

λσ λ σ π σ  

为了问题讨论方便，一般令 f 为线性函数，目的是使得保险公司的过去业绩和额外流出/流入资金成

比例，于是，假设 f 的表达式为： 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
q q qf X t Y t Z t= + − −α α α α  

结合时滞函数表达式，此时具有时滞效应的财富过程为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1

2 2 2 3

d

d d

d d ,

q qX t r X t Y t Z t a a

a q t a q t r t t q t W t

p q t W t t S t W t

= − − + + + − + −

+ + + − +

+ +

π π

β

α α α α η ε η ε

ε ε µ π λσ

λ σ π σ

            (8) 

其中， 

1
1 0

e dAs
h

s
−

=
∫
αα  

并且此时应该满足如下条件： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

d e d ,

, , .

q q q Ah q

q q q

Y t X t AY t Z t t

X t x Y t y Z t z

 = − − 
= = =

                          (9) 

此外，假设当 [ ],0t h∈ − 时，有 ( ) 0qX t x= > 。这个条件的含义是在 h− 时刻保险公司的财富为 x 且在

[ ],0h− 的时间段内保险公司未进行任何业务。 

2.2. 最优问题 

本文的目标是终端财富效用最大化，为了达成目标，使用了均值-方差准则来表示所需要的效用函数，

因此，目标函数为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,, , , ,
2

q q q q
t x y S t x y SJ t x y S E X t Y t Var X t Y t   = + − +   

γθ θ  

其中，γ 为风险厌恶系数且为常数( 0>γ ) ， [ ], , ,t x y SE ⋅ 是 , , ,t x y S 为初值的条件数学期望，而 [ ], , ,t x y SVar ⋅ 是

对应的条件方差， 0>θ 是 ( )qX t 和 ( )qY t 的权重。加入权重可以将终端财富 ( )qX t 和累积财富 ( )qY t 相联

系，使得决策更加合理。然后可以寻找出最优策略。 
Chang 等[21]提出由于时滞的性质导致问题是无限维的，所以为了得到可行解，我们必须附加一些额

外条件。所以，下文给出具体条件使得问题降维，也即是具有可行解。 
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( )
2

1 1 2

e ,
.

Ah

A r

−=

− = − − +

α θ
α θ θ α α θ

                                (10) 

公式(10)使得时滞问题由无限维转化为有限维并得以解决。 
以下为了表示方便， ( ), , ,t t x y Sϕ 简写为 tϕ ，其他符号类似。 
对于函数 ( ), , ,t t x y Sϕ 和固定的再保险策略 ( ) ( )( )1 2,q t q tδ 的有限微分算子为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1

1 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 1 2 2 2

, , ,

e

1 2
2

1 .
2

q
t

A h
x y

s

xx xs ss

A t x y S r x y z a a

a q t a q t r t x A y z

S q t p q t p q t q t

t S t S S

−

+ +

= + − − + + + − + −

+ + + − + − −

+ + + +

+ + +
β β β

ϕ ϕ α α α α η ε η ε

ε ε µ π ϕ ϕ

µ ϕ λσ λ σ λ σ σ ρ

π σ ϕ π σ ϕ σ ϕ

             (11) 

接着，定义目标函数对应的 HJB 方程。 
定义 1 对于目标函数的广义 HJB 系统的定义如下： 

( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

2sup , , , , , , , , , 0,
2

, , , 0,

, , , ,

, , , ,

q q q

q

A V t x y S A g t x y S gA g t x y S

A g t x y S

V T x y S x y

g T x y S x y

  − + =   
 =
 = +
 = +

γ γ

θ

θ

              (12) 

其中： 

( ) ( ) ( ), , ,, , , ,q q
t x y Sg t x y S E X T Y T = + 

 θ                          (13) 

( ) ( ) ( )2argsup , , , , , , , , , .
2

q q qq A V t x y S A g t x y S gA g t x y S = − + 
 



γ γ               (14) 

3. 寻找最优解 

本节考虑下面这个最优问题： 

( ) ( ), , , sup , , , .
q

J t x y S J t x y S=  

寻找问题公式的最优解。根据有限微分算子公式(11)，那么得到此时的广义 HJB 系统方程表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2 2 1
1 1

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

sup

1 e
2

1 2 0,
2

t x

A h
s ss s xs xs y

xx x

v r x r t y z a a q t a q t a v

S v S v g S t v gg x A y z v

q t p q t p q t q t t S v g

−+ +


+ − − + − + + + − + − + +   



 + + − + − + − − 

   + + + + − =   

β β

β

α α µ π α α η ε η ε ε ε

µ σ γ σ π γ

λσ λ σ λ σ σ ρ π σ γ

 

和 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2 1
1 1

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

1e
2

1 2 0.
2

t x

A h
y s ss xs

xx

g r x r t y z a a q t a q t a g

x A y z g S g S g S t g

q t p q t p q t q t t S g

− + +

+ − − + − + + + − + − + +

 + − − + + + 

 + + + + = 

β β

β

α α µ π α α η ε η ε ε ε

µ σ σ π

λσ λ σ λ σ σ ρ π σ
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另外，因为 V 和 G 均为 ( ) ( ), , ,
q q

t x y SE X T Y T + 
 θ 和 ( ) ( )( )2

, , ,
q q

t x y SE X T Y T +  
 θ 的函数。 

为了求解目标函数，假设函数 V 和 G 具有如下形式： 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

2
1

2

, , , ,

, , , .

B t C t
v t S x y A t x y S

E t F t
g t S x y D t x y S

−

−

= + + +

= + + +

β

β

θ
γ γ

θ
γ γ

 

对 V，G 的函数分别对 , , ,x t y S 求偏导及二阶偏导。得到如下公式： 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0
0

2
1

0 0
0

2

2 1
1 1

2 2

,

,

, , 2 ,

0, 0, 2 2 1 ,

t

t

x y s

xx xs ss

B t C t
v A t x y S

E t F t
g D t x y S

B t
v A t v A t v S

B t
v v v S

−

−

− −

− −

= + + +

= + + +

= = = −

= = = +

β

β

β

β

θ
γ γ

θ
γ γ

θ β
γ

β β
γ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0
1

1

2 1

2 2

0 0 0

d d d
, , ,

d d d

, , 2 ,

0, 0, 2 2 1 ,

d d d
, , .

d d d

x y s

xx xs ss

A t B t C t
A t B t C t

t t t
E t

g D t g D t g S

E t
g g g S

D t E t F t
D t E t F t

t t t

− −

− −

= = =

= = = −

= = = +

= = =

β

β

θ β
γ

β β
γ

                       (15) 

将公式(15)和给出的 HJB 方程结合得到如下两个式子： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0
0

2
1 1 1 2 1 1 2 2

2 2
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

2
2 2 2 1 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2

2 2 1

12 2
2

2 e Ah

B t C t
A t x y S A t r x r t y y

B t B t
a a q t a q t a S

E t
S D t q t p q t p q t q t

t S D t E t t x Ay z

−

−

− −

−

+ + + + − − + − + +

+ − + − + + − + +

− − + +

+ + + − −

β

β

β

β

θ α α µ π α α
γ γ

η ε η ε ε ε β µ β β σ
γ γ

β σ γ λσ λ σ λ σ σ ρ
γ

π σ β π σ θ ( )1 0,A t =

       (16) 

和 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1

0 0
0

2
1 2 1 1 2 2

2 2
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2

1 1

] 2 2 1

e 0.A h

E t F t
D t x y S D t r x r t y y

E t F t
a a q t a q t a S

x A y D t

−

−

−

+ + + + − − + − + +

+ − + − + + − + +

+ − − =

β

β

θ α α µ π α α
γ γ

η ε η ε ε ε β µ β β σ
γ γ

θ

       (17) 

https://doi.org/10.12677/aam.2024.134143


高钰杰，张强 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.134143 1530 应用数学进展 
 

由上述式子，求解出 ( )tπ ： 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

2
1

2 2 2

2
.

A t r D t E t
t

S D t
− +

= β

µ βσ
π

γσ
                              (18) 

此时，把公式(18)带入公式(16)和公式(17)中，得到 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

0 0
0

2
1 1 1 2 1 1 2 1 1 1

2
1 2

2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 1

1 2

2
1 2

1 2 2 2

2
2

2 1 2 ,

2
e 2 0,Ah

B t C t
A t x y S A t r x y z a

A t r D t E t B t
a r S

D t S

B t E t
S h q t q t

A t r D t E t
x Ay z A t D t E t

D t S

−

−

− −

−

+ + + + − − + + + −
− +

+ − + − −


+ + − +

− +
+ − − + =

β

β
β

β

β

θ α α α α η ε
γ γ

µ σ β
η ε µ β µ

γγ σ

β β σ β σ
γ γ

µ σ β
θ β σ

γ σ

           (19) 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

2 2 2
1 2 1 2

1,
2

2 .

h q t q t A t q t a q t a D t q t p q t

p q t q t t S

= + − +

+ + 
β

ε ε γ λσ λ σ

λ σ σ ρ π σ
           (20) 

和 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1

0 0
20

12
1 2 2 2 2

2 2
1 1 2 1 1 1 2 2 2 1 2

1 1

2

, 2 2 1

e 0.A h

E t F t A t r D t E t
D t x y S D t r x r

D t S

E t F t
y z a a g q t q t S

x A y z D t

−

−

−

 − +
+ + + + − − + −



+ + + − + − + − + +

+ − − =

β
β

β

µ σ β
θ α α µ

γ γ γ σ

α α η ε η ε β µ β β σ
γ γ

θ

    (21) 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 1 1 2 2 2, .g q t q t D t q t a q t a= +ε ε  

因为由公式(19)可以得到 

( ) ( )( )1 2
1 e r T tA t − − + −= α α θ                                    (22) 

同理，根据公式(21)可得 

( ) ( )( )1 2e r T tD t − − + −= α α θ                                    (23) 

根据公式(20)分别对 ( )1q t 和 ( )2q t 求导并令其等于零得到， 

( ) ( ) ( )
2 1 1 2 2 1

1 2 2
1 2

,
1

a p pa
q t

pD t
−

=
−

σ ε ε ρσ
ρ γλσ σ

                               (24) 

( )
( )( )

2 2 1 2 1 1
2 2 2

2 1

.
1

a p a
q t

p D t
−

=
−

ε σ σ ε ρ
γλ σ σ ρ

                              (25) 

于是，将公式(22)(23)带入 ( )1q t 和 ( )2q t ： 
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( ) ( ) ( )( )1 2

2 1 1 2 2 1
1 2 2

1 21 e r T t

a p pa
q t

p − − + −

−
=

− α α θ

σ ε ε ρσ
ρ γλσ σ

                          (26) 

( ) ( ) ( )( )1 2

2 2 1 2 1 1
2 2 2

2 1

.
1 e r T t

a p a
q t

p − − + −

−
=

− α α θ

ε σ σ ε ρ
γλ σ σ ρ

                         (27) 

由于 ( ) ( ) [ ]1 2, 0,1q t q t ∈ ，所以给出关于最优策略 ( ) ( )( )1 2,q t q tδ 的详细讨论。 

( ) ( ) ( )( )1 2

2 1 1 2 2 1
1 2 2

1 2

1,
1 e r T t

a p pa
q t

p − − + −

−
= ∧

− α α θ

σ ε ε ρσ
ρ γλσ σ

 

( ) ( ) ( )( )1 2

2 2 1 2 1 1
2 2 2

2 1

1.
1 e r T t

a p a
q t

p − − + −

−
= ∧

− α α θ

ε σ σ ε ρ
γλ σ σ ρ

 

上面两式表明当 ( ) ( ) [ ]1 2, 0,1q t q t ∈ 时，取 ( ) ( )1 2,q t q t 作为最优策略；若 ( )1 1q t > 或 ( )2 1q t > ，此时取

1 作为 ( )1q t 或 ( )2q t 。 
注：结合 ( ) ( )( )1 2,q t q tδ 和 ( ), , ,V t x y S 来看参数 A 和参数 h 对最佳策略没有影响。 
证明：将公式(16)(17)整理得到 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

0 0
0

2
1 1 1 2 1 1 2 1 1 1

2
1 2

2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 1

1 2

2
1 2

1 2 2 2

2
2

2 1 2 ,

2
e 2 0,Ah

B t C t
A t x y S A t r x y z a

A t r D t E t B t
a r S

D t S

B t E t
S h q t q t

A t r D t E t
x Ay z A t D t E t

D t S

−

−

− −

−

+ + + + − − + + + −
− +

+ − + − −


+ + − +

− +
+ − − + =

β

β
β

β

β

θ α α α α η ε
γ γ

µ σ β
η ε µ β µ

γγ σ

β β σ β σ
γ γ

µ σ β
θ β σ

γ σ

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

0 0
20

12
1 2 2 2 2

2 2

1 1 2 1 1 1 2 2 2 2 2

2 2

2

2

2 2 1 0.

E t F t A t r D t E t
D t x y S D t r x r

D t S

A t r r D t E t
y z a a

D t S

E t E t
S

−

−

 − +
+ + + + − − + −



− + −+ + + − + − +

− + + =

β
β

β

β

µ σ β
θ α α µ

γ γ γ σ

µ µ σ β
α α η ε η ε

γ σ

β µ β β σ
γ γ

 

因为总体等于 0 时每项均等于 0，所以得到如下公式： 

( ) ( )( ) ( )
0

1 2 0,A t A t r x y + − − + + =  
α α θ θ                           (28) 

同理，得到下面几个公式： 

( ) ( )( ) ( )
0

1 2 0,D t D t r x y + − − + + =  
α α θ θ                          (29) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 20
1

2

2
2 0,

A t r r D t E t
E t E t

D t
− + −

− + =
µ µ σ β

βµ
σ

                    (30) 

接下来，由公式(28)，公式(29)和公式(30)得到所设 ( ) ( ) ( )1 , ,A t D t E t ： 
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( ) ( )( ) ( )1 2e ,r T tA t D t− − + −= =α α θ                                 (31) 

( ) ( )2
2

2e ,rt r
E t

−
= +β µ

σ
                                  (32) 

再由公式(31)和公式(32)代回公式(18)得到 

( )
( ) ( )

( )( )1 2

2
2 2

2

2 2

2 e

,
e

rt

r T t

r
r

t
S − − + −

 −
 − + +
 
 =

β

α α θβ

µ
µ σ β

σ
π

γσ
                          (33) 

4. 数值分析 

本节在时滞效应的基础上，对均值方差准则下求解出的最优策略进行数值分析，以此来说明几个重

要参数对保险公司的最优再保险和投资策略的影响。取基本参数值如下： 

1 2 1 2 1 2 1

2

1, 2, 4, 2, 6, 0.4, 0.3, 1, 10, 0.4,
0.5, 0.9, 0.5, 0.5, 500, 1, 0.6, 2.

t T
r S p

= = = = = = = = = =
= = = = = = = =

µ µ σ σ λ ε ε α
α θ γ β σ

 

 

 

 
Figure 1. The impact of claim amount on optimal reinsurance and investment strategies 
图 1. 索赔额对最优再保险和投资策略的影响 
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首先讨论索赔额参数 1 2,µ µ 对再保险策略和投资的影响。由图 1 看出索赔额 1µ 的值越大，对应的再

保险策略 ( )1q t 的值就越大，但是对投资策略 ( )tπ 没有影响；索赔额 2µ 的值越大，对应再保险策略 ( )2q t
值越大，而对投资策略 ( )tπ 没有影响，即保险人自留比例就越低，这与实际情况是相符合的。因为索赔

额越大，那么在其他条件不变的情况下，索赔的期望值也就越大。也就是说此时保险公司会承担更多的

索赔风险。此时保险公司应该对业务进行更多的再保险，舍弃更多的保险业务份额。 
 

 
Figure 2. The impact of risk aversion coefficient γ  on optimal reinsurance and investment strategies 
图 2. 风险厌恶系数 γ 对最优再保险和投资策略的影响 

 
然后我们讨论风险厌恶系数 γ ，根据图 2 可以看出，对于 ( )1q t 和 ( )2q t 来说，伴随着风险厌恶系数 γ

的增大，而保险公司所自留的比例而减少，这意味着保险公司对风险的厌恶程度越高，那么越会购买更

多的再保险来降低自己所承受的风险，从而自留更少保险业务。随着 γ 的增大，保险人就越是倾向于保

守的策略，因此保险人会减少投资。这个两个结果和现实中的实际情况是一致的。 
 

   

Figure 3. The impact of weights θ  on optimal reinsurance and investment strategies 
图 3. 权重θ 对最优再保险和投资策略的影响 

 
接着，图 3 刻画了权重θ 对最优再保险和投资策略的影响。随着权重θ 值的增大对应的最优再保险
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策略 ( )1q t 和 ( )2q t 的值会减少，同时投资策略 ( )tπ 也会减少。这也比较符合预期。因为θ 越大表示在最

终成果测评中平均财富的占比越大，也意味着保险公司会选择更加保守或者理性的决策。例如，保险公

司会选择投资更多的再保险。而从投资方面来说，更加理性的决策意味着更少的投入。 
 

 
Figure 4. The impact of parameters p on optimal reinsurance and investment strategies 
图 4. 参数 p 对最优再保险和投资策略的影响 

 
最后，根据图 4 所得的结果来看参数 p 的值越大，最优再保险策略 ( )2q t 的值也就越大，而再保险策

略 ( )1q t 变小，投资策略 ( )tπ 不变。这个结论与实际相符。因为 p 值越大，第二类保险业务索赔次数就越

多，此时需要对第二类保险业务增加更多的再保险来减少保险公司的风险。 

5. 总结 

本文主要是在保险公司拥有稀疏相依业务的条件下，以均值方差准则和 HJB 方程为基础，对带有时

滞效应的保险业务的最优再保险问题进行了探讨。假设保险公司有两种不同的保险业务，它们之间存在

稀疏相依的关系，保险公司在购买比例再保险的同时将盈余部分投资于无风险资产和风险资产，其中通

过 CEV 模型刻画出风险资产的价格过程，进一步考虑时滞效应的影响，在均值–方差准则下建立最优控

制问题，利用随机控制理论得到相应的 HJB 方程，然后得到最优的再保险和投资策略，并分析模型参数

对最优策略的影响。研究发现保险公司对于市场投资和面临的保险理赔的风险厌恶程度越高，那么在投

资和再保险策略上一般会选择更加保守的决策方式；如果平均财富在最终绩效测量中拥有更大的占比，

为了稳妥起见，保险公司也同样会采取更为理性保守的策略；反之，保险公司对于激烈的市场竞争，为

了获得更多的收益，决策者则会采取较为激进和冒险的再保险与投资策略。所以，我们可以得到，在稀

疏相依关系和时滞效应共同作用下，相依概率参数，均值–方差的权重参数以及风险厌恶参数均会对保

险公司的再保险与投资策略造成影响，因而，在做出理性科学的决策时，保险公司要将时滞信息以及保

险的相依依赖纳入到再保险与投资策略的考虑之中。 
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