
Statistics and Application 统计学与应用, 2022, 11(6), 1448-1455 
Published Online December 2022 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/sa 
https://doi.org/10.12677/sa.2022.116151  

文章引用: 李静, 李雪艳, 安佰玲. 部分线性可加模型的随机约束岭估计[J]. 统计学与应用, 2022, 11(6): 1448-1455.  
DOI: 10.12677/sa.2022.116151 

 
 

部分线性可加模型的随机约束岭估计 

李  静1，李雪艳2，安佰玲3 
1中国劳动关系学院应用技术学院，北京 
2中国民航大学理学院，天津 
3淮北师范大学数学科学学院，安徽 淮北 
 
收稿日期：2022年11月22日；录用日期：2022年12月12日；发布日期：2022年12月26日 

 
 

 
摘  要 

本文研究了部分线性可加模型这类半参数模型在线性部分自变量存在多重共线性，同时还附加有随机约

束条件时的估计问题。基于针对半参数模型的Profile最小二乘技术，处理多重共线性问题的岭估计方法

以及针对随机约束的混合估计技术，构造了参数分量的随机约束岭估计，给出了估计量的偏与协方差，

并给出了所提估计量的渐近性质。最后通过数值模拟验证了所提估计方法的表现。 
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Abstract 
This paper studies the estimation of a partially linear additive model when there are stochastic 
linear restrictions on the parameter components and multicollinearity problem exists, simulta-
neously. Based on the profile least square method of semiparametric model, ridge estimation ap-
proach for multicollinearity problem and mixed estimation technique for stochastic restrictions, a 
stochastic ridge estimator for the parametric components was proposed and its bias and covariance 
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were provided. Meanwhile, the asymptotic distribution of this proposed estimator has also been 
proved. Finally, some simulations are carried out to study the finite properties of the proposed es-
timator. 

 
Keywords 
Partially Linear Additive Model, Stochastic Linear Restriction, Profile Least Squares Approach, 
Ridge Estimation 

 
 

Copyright © 2022 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

作为可加模型的推广，部分线性变系数模型近年来受到了广泛的关注，在理论和应用上都得到了深

入的研究。该模型一般记为如下形式 

( ) ( )T
1 1 , 1, 2, , ,i i i q qi iY m Z m Z i nε= + + + + =X � �β                 (1) 

其中 iY 是因变量观测值， iX 是 1p× 的自变量观测值， ( )T
1 2, , , pβ β β= �β 是对应的未知回归系数， kiZ 是

一元连续性变量观测值， ( ) ( )1 , , qm m⋅ ⋅� 是未知的非参数光滑参数，模型误差 iε 相互独立且均值为零和方

差为 2σ 。 
对于半参数模型(1)，模型中回归系数和非参数函数的估计是一个重要的任务，基于不同的估计思想，

已经有多种方法提出，包括 Ospomer 和 Ruppert (1999) [1]提出的 backfitting 方法、Li (2000) [2]所使用的

级数估计方法，Manzan 和 Zerom (2005) [3]提出的边际积分方法以及 Wei 和 Liu (2012) [4]使用的 Profile
最小二乘方法。 

使用回归模型分析实际数据的过程中，经常会遇到多重共线性问题，原因是变量之间存在较强的线

性关系。多重共线性的存在对回归模型的统计推断结果有直接的影响，能将问题分析带入歧途，比如在

理论上最小二乘估计依然是最小方差线性无偏估计，但此时估计量的方差很大，即估计量的均方误差很

大。在回归分析结果中的直接体现就是未知系数的估计值绝对值偏大或者其正负号与实际意义相反。为

了解决上面存在的问题，目前有多种处理思路，比如包括对自变量的剔除，构造系数的有偏估计，以牺

牲估计量的无偏性换取估计量均方误差的降低。使用较多的有偏估计方法包括常见的岭估计和主成分估

计，以及 Liu (1993) [5]提出的 Liu 估计。此外，分析实际研究中有时还能从问题本身以及已有研究中得

到一些额外的信息，如果能将这些额外信息纳入到模型推断中，则有助于提高模型的推断结果。附加额

外信息，常常可以转化为对回归系数的约束问题，从而有了回归模型的精确线性约束估计，随机约束估

计，以及不等式约束估计。如何在多重共线性和附加额外信息同时存在的情况下对模型进行估计得到了

关注。 
对于模型(1)，其线性部分存在多重共线性时的估计问题得到了重视。Wei 和 Wang (2016) [6]给出了

参数分量的 Liu 估计及其约束 Liu 估计的渐近性质，Wei (2016) [7]研究了参数分量的随机约束估计及其

性质，在此基础上，王肖南和魏传华(2016) [8]构造了模型中参数分量的随机约束 Liu 估计。 
相比于 Liu 估计，模型(1.1)的岭估计研究相对较少，蓝文英(2013) [9]基于 backfitting 方法给出了参

数分量的岭估计和约束岭估计。为了更进一步研究模型(1)的岭估计，本文在上述研究基础上将给出模型
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(1.1)在线性部分存在多重共线性且存在随机约束下的估计问题，提出参数分量的随机约束岭估计，并给

出估计量的渐近性质。研究将 Özkale (2009) [10]的结果从线性回归模型推广到了部分线性可加模型。与

此类似的是魏传华等(2014) [11]和刘超等(2017) [12]分别研究了部分线性模型和部分线性变系数模型的随

机约束岭估计。 
同 Özkale (2009)等文献一样，随机约束条件表述为如下形式 

= +b Aβ η                                       (2) 

其中 b 是 1k × 的已知向量，A是一个已知的 k p× 行满秩矩阵。η 为均值为 0 协方差矩阵为 2σ Ω 的随机向

量，其中Ω为一已知正定矩阵。针对模型(1)~(2)，我们将重点研究参数分量 β 的估计问题。因此本文是

Wei (2016) [7]和蓝文英(2013) [9]的推广。 
第 2 节提出部分线性可加模型中参数部分的随机约束岭估计，并研究其渐近性质。第 3 节利用数值

模拟考察所提估计方法的有效性，第 4 节给出结论。 

2. 随机约束岭估计及其性质 

为了构造模型的随机约束岭估计，首先介绍 Profile 最小二乘技术。为了方便叙述，假定模型(1.1)中
2q = ，设{ }1 2 1

, , , n
i i i i i

Y Z Z
=

X 来自于模型(1.1)，则有 

( ) ( )T
1 1 2 2 , 1, 2, , .i i i i iY m Z m Z i nε= + + + =X �β                       (3) 

假定模型(3)中的参数分量 ( )T
1 2, , , pβ β β= �β 已知，则模型(3)可以写成如下一个标准的可加模型： 

( ) ( )T
1 1 2 2 , 1, 2, , .i i i i iY m Z m Z i nε− = + + =X �β                       (4) 

对 1,2k = ，记 

( )
( )

( )

( )
( )

( )

T
1 1 11

T
2 2 22

T

1
1

, , , .

1

k

k k k k k

k k k k kk
k Z

n k kn kn k kn

Y m Z Z Z h
Y m Z Z Z h

Y m Z Z Z h

     − 
      −     = = = =     
     

−            

X
X

Y X m D

X
� � � ��

 

由局部线性估计方法的原理，关于第 k 个非参数函数的局部线性光滑矩阵可记为： 

{ }
{ }

{ }

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1T T T
1

1T T T
1

1T T T
1

,

k k k k k

k k k k k

kn kn kn kn kn

k k
Z Z Z Z Z

k k
Z Z Z Z Z

k

k k
Z Z Z Z Z

−

−

−

 
 
 
 =  
 
 
  

e D K D D K

e D K D D KS

e D K D D K

�
 

其中 ( )T
1 1,0=e ， ( ) ( ) ( ){ }1 2diag , , ,

k k k kZ h k k h k k h kn kK Z Z K Z Z K Z Z= − − −K � ，这里 

( ) ( )
kh k kK K h h⋅ = ⋅ ， ( )K ⋅ 是核函数， kh 是窗宽。由 Opsomer 和 Ruppert (1997) [13]可知，未知的非参数

函数 km 可通过求解如下方程得到： 

( )
* *

11 1
* *

22 2

,n

n

    
= −    

    

mI S S
Y X

mS I S
β                             (5) 

其中 ( )* T
k n k= −S I S11 ， 1,2k = 。进一步我们可以得到 1m 和 2m 的 backfitting 估计为： 

( ) ( )1 1 2 2ˆ ˆ,= − = −m W Y X m W Y Xβ β                          (6) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1* * * * * *
1 1 2 1 2 2 1 2, .n n n n n n

− −
= − − − = − − −W I I S S I S W I I S S I S  
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将 1m̂ 和 2m̂ 代入模型(3)，可得如下线性回归模型 
T , 1, 2, , ,i i iY i nε= + =X �β                                (7) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )T T
1 1, , , , ,n n n nY Y= = − = = −Y I S Y X X X I S X� � 和 1 2= +S W W 。 

使用最小二乘法估计线性模型(7)，从而得到线性部分回归系数 β 的 profile 最小二乘估计 

( ) ( ) ( ) 1T T Tˆ arg min .
pR

−

∈

 = − − =  β
Y X Y X X X X Yβ β β                    (8) 

下面我们在模型(7)上考虑随机约束条件(2)，构造随机约束岭估计，类似于 Özkale (2009) [10]、魏传

华等(2014) [11]和刘超等(2017) [12]，构造如下的目标函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }T TT 1arg min
pR

L k −

∈

= − − + + − −
β

Y X Y X b A b Aβ β β β β β βΩ  

求取函数 ( )L β 关于 β 的偏导数，并令其等于零，有 

( ) ( )T T T 12 2 2 2
L

k −∂
= − + + − − =

∂
X Y X X A b A 0

β
β β β

β
Ω                    (9) 

求解(9)，整理可得 β 的随机约束岭估计为 

( ) ( ) ( )1T T 1 T T 1ˆ S
pR k k

−− −= + + +X X I A A X Y A bβ Ω Ω                    (10) 

记 T
pk= +E X X I ，由 Rao 等(2008) [14]中的定理 A.18(iii)，可得 

( ) ( )1 1T T 1 1 1 T 1 T 1
pk

− −− − − − −+ + = − +X X I A A E E A AE A AEΩ Ω                (11) 

将(11)式代入(10)式整理可得 ( )ˆ S
R kβ 的另外一种等价形式为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1T T T Tˆ ˆ ˆ

R p R
S
R pk k k k k k

−− − = − + + + − 
 
  

X X I A A X X I A A bβ β βΩ         (12) 

其中 ( ) ( ) 1T Tˆ
pR k k

−
= +X X I X Yβ 是 β 的岭估计。 

下面给出 ( )ˆ S
R kβ 的一些理论性质。 

定理 1. 参数分量 β 的 Profile 混合岭估计 ( )ˆ S
R kβ 有如下性质 

( )( ) ( )1 1 TˆBias ,S
R sr sr nk kS S− −= − + −X I S Mβ β β  

( ) 1 1ˆCov sr s
S
R rk S S− −  = β Ψ  

其中： T T 1
1 2,psrS k −= + + = +X X I A A M m mΩ ， 

( )( )T2 T T 1
n nσ − = − − + X I S I S X A AΨ Ω  

证明：根据 ( )ˆ S
R kβ 估计的表达式(12)可知 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1T T 1 T T 1

1 T T 1

1 T T T T 1

1 T T T 1

ˆ S
R

sr

s

p

r n

sr

n n

n n

S

S

k

k k

S

−− −

− −

− −

− −

= + + +

+

 − + − + − + + 
 + + − + − +

=

=

= −

X X I A A X Y A b

X Y A b

X I S X X I S M X I S A A

X I S M X I S A

β

β ε β η

β β ε η

Ω Ω

Ω

Ω

Ω
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由 ( ) 2E ,E ,Cov nσ= = = I0 0ε η ε 和 ( ) 2Cov σ=η Ω，我们有 

( ) ( ) ( )1 Tˆ ˆBias ,S S
R R sr nk E kk S −     = − = + −    − X I S Mβ β β β

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )T 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆCov .S S S S S
R R R R R sr srk E k E k k E k S S− −   = − − =    

β β β β β Ψ
 

在给出定理 2 之前先给出一些假设条件： 
条件 1. 核函数 ( )K ⋅ 为对称密度函数，具有紧支撑。 
条件 2. kZ 的密度函数 ( )k kf Z 是 Lipschitz 连续且有有界支撑 , 1, 2k k =Ω 。 
条件 3. ( ) , 1, 2km k⋅ = 具有二阶连续导数。 
条件 4. n →∞时， 0kh → 时， logknh n →∞和 8 0, 1, 2knh k→ = 。 
定理 2. 在满足以上条件 1~4 假设下，随机约束岭估计 ( )ˆ S

R kβ 是渐近正态的， 

( )( ) ( )2 1ˆ ,DS
Rn k N σ −− → 0β β Σ 。 

其中 ( ) ( )
T2 2

1 1
| |i i ki i i ki

k k
E E Z E Z

= =

   = − −      
∑ ∑X X X XΣ 。 

证明：由定理 1 中的结论可知， 

( )( ) ( ) ( )
1

T T T 11ˆ S sr
nR nn k k

n n
S −

−   − = − + − + − +    
X I S M X I S Aβ β β ε ηΩ  

根据 Wei 和 Liu (2012) [4]中引理 6.2 知， 

( )T1 ,p

n
→X X Σ  

此外有 ( )T 11 1po
n

− =A AΩ ，结合以上式子易知： 

( )T T 11 .p
pk

n
−+ + →X X I A AΩ Σ                            (13) 

由 Wei 和 Liu (2012) [4]中的引理 6.3，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )T T 21 11 , ,D
n p no N

n n
σ− = − →X I S M X I S 0ε Σ                 (14) 

事实上， ( )T 1 T 1 T 1E ,Cov− − −= =A A A A0η ηΩ Ω Ω ，则有 

( )T 11 1po
n

− =A ηΩ                                 (15) 

因此结合(13)，(14)和(15)，根据 Slutsky 定理可得 

( )( ) ( )PM 2 1ˆ , .D
Rn k N σ −− → 0β β Σ  

注 2.1. 当 = 0Ω 时，随机约束条件(1.2)转化为精确的线性约束条件 =A bβ ，此时由(11)式变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
11 1T T T Tˆ ˆ ˆ .S

R R p p Rk k k k k
−− − = − + + −  

X X I A A X X I A A bβ β β  

该估计就是 Wei 和 Wang (2016) [6]针对部分线性可加模型在精确约束条件下构造的 profile 最小二乘

约束岭估计。 
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3. 数值模拟 

本节将通过 Monte Carlo 数值模拟的方法对所提出的估计进行有效性检验。考虑如下的部分线性可加

模型产生数据： 

( ) ( )1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 1 1 2 2 , 1, 2, , ,i i i i i i i i iy x x x x x m z m z i nβ β β β β ε= + + + + + + + = �  

同 Wei (2016) [7]中的设置一样，模型中自变量和非参数函数进行如下设定 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 20,1 , 1,1 , sin 2 , 3 5 1i i i i i i i iz U z U m z z m z z z z∼ ∼ − = = + − −π  ( )T2,1,1,3β = 为了构造多重共

线性，运用 McDonald 和 Galerneau (1975) [15]中生成具有多重共线性自变量的方法生成解释变量 

1 2 4, , ,x x x� ，具体为： 

( ) ( )
1 22

11 , 1, 2, , ; 1, ,ij ij i px i n j pρ ω ρω += − + = =� �  

其中， ijω 是独立的标准正态随机数， ρ 是一个具体的数值以确保任何四个解释变量在理论上是相关的，

分别取 0.90,0.99,0.999ρ = 刻画不同程度的复共线性问题。样本量 n = 50，80 和 120 三种情形。为了考察

模型误差的分布对估计结果的影响，选取模型误差 iε 服从如下的正态分布和均匀分布 1) ( )20,0.5i Nε ∼ ， 

2) 3 3,
2 2i Uε

 
−  
 

∼ 。模拟中核函数选用 Epanechnikov 核： ( ) ( )2
10.75 1 xK x x I ≤= − ，为了计算方便，窗 

宽设定为 1 5
1 2h h n−= = 。随机约束的设定同刘超等(2017) [12]一样，参数分量 ( ) ( )1 2 3 4, , , 2,1,3,3β β β β = ，

随机约束设定为 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 20, 0.04, 0.16, , 0.2,E E Var Var Covη η η η η η= = = = =  

1 0 0 1 0.04 0.016
,

0 1 1 0 0.016 0.16
   

= =   −   
A Ω  

针对上面的具体设定，每种情况都重复进行 500 次模拟，每次求取参数分量 

( )1 2 3 4, , ,β β β β 的 profile 最小二乘估计(PLS)、随机约束估计(S)、岭估计(R)和提出的随机约束岭估计

(SR)，对于 { }1 2 3 4, , ,β β β β β= 的估计 { }* * * * *
1 2 3 4, , ,β β β β β= ，以其估计均方误差(EMSE)来衡量其表现， 

( ) ( )
500 4 2* *

1 1

1EMSE
500 kj j

k j
β β β

= =

= −∑∑  

其中 *
kjβ 是参数 jβ 的第 k 次重复时的估计值，模拟结果见表 1。 

 
Table 1. EMSEs of the estimators 
表 1. 不同估计量的 EMSEs 

ρ  β  
n = 50 n = 80 N = 120 

N U N U N U 

0.9 

PLS 0.1196 0.1247 0.0645 0.0666 0.0404 0.0402 

S 0.0953 0.1024 0.0595 0.0595 0.0405 0.0396 

R 0.1217 0.1253 0.0656 0.0658 0.0404 0.0401 

SR 0.0940 0.1007 0.0596 0.0583 0.0405 0.0391 

0.99 

PLS 1.2161 1.1273 0.6010 0.6375 0.3882 0.3991 
S 0.5556 0.4787 0.3542 0.3562 0.2464 0.2359 
R 1.0613 1.0115 0.5935 0.6525 0.3909 0.4101 

SR 0.3732 0.3051 0.2837 0.2743 0.2140 0.2038 
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Continued 

0.999 

PLS 11.4675 11.1771 6.1310 5.9372 3.6720 3.5115 

S 3.7561 3.6777 2.1531 2.1473 1.4106 1.3089 

R 3.8133 3.7323 2.5967 2.5143 2.1214 2.0966 

SR 0.8646 0.8844 0.5577 0.5948 0.4926 0.4501 

 
从模拟结果不难看出，随着样本量的增加，四类估计的 EMSE 都在变小，同时模型误差的分布对结

果影响很小。四类估计之间对比，随着共线性程度变高，随机约束岭估计的 EMSE 比其他三类估计显著

的小，从而反映了所提方法的有效性。 

4. 总结 

作为非参数回归和线性回归模型的推广，部分线性模型、可加模型、变系数和单指标模型等半参数

模型近年来得到了广泛的关注。对于这些半参数模型的研究，较少讨论变量的多重共线性问题。本文针

对部分线性可加模型这一半参数模型，研究了附加随机约束条件时的有偏估计问题，构造了线性部分回

归系数的随机约束岭估计，并研究了估计量的性质。 
半参数模型的模型结构对比线性回归模型更为复杂，在自变量存在多重共线性的情况下，如何构造

有效的有偏估计量是实际分析中不可回避的问题。 
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