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摘  要 

为了描述投资组合问题的动态变化性，本文提出了一类含参数均值–方差投资组合模型。与类似模型相

比，该模型具有以下特点：均值与协方差是时间的函数；考虑了噪声与计算误差等因素的影响；资源不

允许卖空，即其要求决策变量非负。针对该模型，本文给出了一类抗噪声在线求解算法。理论分析表明，

对于各类噪声，该在线算法生成的误差是有界的，并且该上界随时间的增长快速趋于零。最后，初步的

仿真实验验证了所设计算法的有效性。 
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Abstract 
In order to describe the dynamic change of investment portfolio problem, this paper proposes a 
kind of portfolio model with parameter mean-variance. Compared with similar models, this model 
has the following characteristics: The mean and covariance contain a time parameter; the influ-
ence of noise and calculation error is considered; short selling of resources is not allowed, that is, 
it requires non-negative decision variables. For this model, a class of anti-noise online algorithm is 
presented in this paper. Theoretical analysis shows that the error generated by the online algo-
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rithm is bounded for all kinds of noises, and the upper bound quickly approaches zero with the 
increase of time. Finally, a preliminary simulation experiment verifies the effectiveness of the 
proposed algorithm. 
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1. 引言 

均值–方差投资组合模型是由马科维茨在 1952 年提出的风险度量模型。该模型将收益率的方差作为

风险的度量，并以极小化风险为目标，使收益与风险的多目标优化达到最佳的平衡效果，其所蕴含的风

险分散化思想是现代投资理论的基础[1]。 
自经典的均值–方差投资组合模型被提出以来，国内外学者对其进行了深入的研究。这些研究主要

集中在两个方向：1) 对均值–方差模型计算方法的研究；2) 对均值–方差模型进行改进。对方向(1)的
研究主要集中在数值迭代方法的研究上。由于经典的均值–方差模型是一个二次规划，并且目标函数的

Hessian 矩阵是半正定的，因此属于凸优化的范畴。一些经典求解二次规划的优化方法，比如零空间方法、

拉格朗日方法、有效集方法等，可以用来求解均值–方差模型；同时也有很多的优化求解器，比如 CVX、

AMPL 等，可以有效求解大规模的均值–方差模型。除此之外，学者们还将一些智能优化算法应用到该

问题的求解中，比如基于粒子群优化算法，卢小丽等[2]提出了一种求解自融资投资组合模型的量子行为

的粒子群优化算法；郑继明等[3]给出了一种基于遗传算法的均值-CVaR 投资组合模型的求解方法，该方

法针对遗传算法全局搜索能力较弱、收敛精度不高等问题，对遗传算法的交叉操作引入正态分布交叉算

子，并用于以 CVaR 度量风险，含有交易费率的均值-CVaR 投资组合模型的求解，给出了预期收益下的

最优投资策略。 
通过引入一些新的测度来度量风险与收益，学者们提出了经典的均值–方差模型的变形。比如，针

对分散高阶矩风险及涨跌不对称性对投资组合的影响，欧攀等[4]利用偏度刻画高阶矩风险，利用负半熵

和下半方差刻画涨跌不对称性，进而构建了负半熵下半方差近似偏度投资组合模型。该文献的实证分析

表明，与均值–方差模型、半方差模型比较，新模型的组合资产的超额收益更大、风险更低。通过引入

非凹非凸的典型交易成本函数，王晓琴等[5]提出了一种带有交易成本的均值–方差–下半方差投资组合

模型，同时给出了投资组合的有效边界。 
马科维茨建立的资产优化配置的均值–方差模型属于静态规划，该模型中目标函数的系数与约束的

系数，即协方差 ( )cov ,i jR R 与期望收益 ( )iE R ，都是与时间变量 t 无关的常数。由于现代市场是一个高

度信息化的，其产生的数据往往只能在很短的时间段内有效。比如某类资产的期望收益 ( )iE R 受众多因

素的影响，其中的一个因素发生改变， ( )iE R 就有可能发生改变。另外，在数据收集阶段，收集到的数

据可能带有噪声，同时在实际计算阶段，经常存在截断误差与舍入误差等。因此，本文将均值–方差模

型中的常系数用时变系数来代替，并考虑噪声、计算误差等因素的干扰，提出了一类不允许卖空且含时

间参数的二次规划。对于该模型，本文设计了一个在线求解算法，从理论上分析了该在线算法生成的误
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差是有界的，同时证明了该上界随时间的增长而快速趋于零。这说明在线算法的状态变量可以快速逼近

含参数均值–方差模型的最优解。 

2. 问题描述及动态方程 

设有 n种资产可供选择，其收益率记为 1 2, , , nR R R  (随机变量)，均值为 ( ) ( ) ( )1 2, , , nr t r t r t ，其中 0t ≥  
表示时间参数，协方差矩阵为 ( ) ( )( ) n n

ij n n
H t t Rσ ×

×
= ∈ ，其中 ( ) ( )cov ,ij i jt R Rσ = 。如果每种资产占总资 

产的比例为 1 2, , , nx x x ，则投资组合的收益率 1 1 2 2p n nR R x R x R x= + + + ，其均值 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
1 1 2 2p n nE R r t x r t x r t x x r t= + + + =  

方差为 ( ) ( )T
pD R x H t x= ，其中 ( )T

1 2, , , nx x x x=  ， ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , nr t r t r t r t=  。给定预期收益率

( )pr t ，则可以建立含参数的均值–方差投资组合模型[1] [6]： 

( )
( ) ( )

[ ]

2 T

T

f
1

min

s.t. , 0,1

0

p
n

i
i

x H t x

x r t r t

t tx

x

σ

=

=
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
 ∈=

 ≥

∑
                                  (1) 

其中 f 0t > 表示投资组合结束时刻。 
注 1.1：含参数均值–方差投资组合模型(1)比[1] [6]研究的模型更符合实际情况。实际上，[1]研究的

均值-方差投资组合模型是静态的；[6]研究的均值–方差投资组合模型虽然是含参数的，但是其没有考虑

决策变量 x 的非负约束。比如第 i 种资源不允许卖空，则不应该去掉 0ix ≥ 的约束。 
问题(1)的 KKT 条件是 

( )
( )( )

( ) ( )
[ ]

1 2
T

1 2 f

T

T

0
2 0

2 0, 0,

1
p

x
Hx e r t

x Hx e r t t t
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e x

λ λ

λ λ
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

+ + ≥
 + + = ∈


=
 =

                               (2) 

其中 1 2, Rλ λ ∈ 是(1)式两个等式约束的拉格朗日乘子 ne R∈ 表示元素全是 1 的列向量。显然系统(2)有 2n +
个变量

TT 2
1 2, , nx Rλ λ +  ∈  ，有 2 3n + 个式子。 

考虑 Fischer 价值函数 ( ) ( )2 2, :a b a b a bφ = + − + ，该价值函数有下面的性质[7]。 
定理 1.1 (1) 对于任意的 ,a b R∈ ，有 ( )0, 0, 0 , 0a b ab a bφ≥ ≥ = ⇔ = 。 
(2) 当 ( ) ( ), 0,0a b = 时， ( ),a bφ 存在次微分；当 ( ) ( ), 0,0a b ≠ 时， ( ),a bφ 是光滑的。 
注意(2)式的前三个式子构成了一个含参数线性互补问题。类似于[7]，通过 Fisher 价值函数 ( ),a bφ 可

将其转化成非光滑的非线性方程组 

( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 1 1 2 2, , : , , , , , , 0,n nP x x y x y x yλ λ φ φ φ= =  

其中 iy 是 ( )1 22y Hx e r tλ λ= + + 的第 i 个分量。于是(2)式可以等价地转换成 

( )
( ) ( ) [ ]

1 2
T

f

T

, , 0

, 0, .

1
p

P x

r t x r t t t

e x

λ λ =
 = ∈
 =

                                 (3) 
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这样处理后方程的个数也变成了 2n + ，等于变量的个数。由于 ( ),a bφ 在 ( ) ( ), 0,0a b = 处不是可微的，

因此方程(2)也是非光滑的。但是由[7]知， ( ) ( )2, : ,a b a bϕ φ= 在 2R 内是光滑的，特别地， ( ) ( )T0,0 0,0ϕ∇ = 。

令 

( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2 1 1 2 2, , : , , , , , , 0.n nP x x y x y x yλ λ ϕ ϕ ϕ= =  

令
TT

1 2, ,X x λ λ =   ，于是可以将(2)等价地转换成 

( )
( )

( ) ( ) [ ]
1 2

T
f

T

, ,

, 0, .
1

p

P x

F X r t x r t t t
e x

λ λ 
 

= − ∈ 
 −  

                             (4) 

则 ( )F X 在 2nR + 内是光滑的，且 ( )F X 关于 1 2, ,x λ λ 的导数是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 12 13

T 2 2

T

0 0 ,
0 0

n n
F

G G G

F X J X r t R
e

+ × +

 
 

′ = = ∈ 
 
 

                      (5) 

其中 11 12 13, ,G G G 分别是向量值函数 ( )1 2, ,P x λ λ 关于 1 2, ,x λ λ 的导数。 
在设计求解含参数系统的在线算法过程中，动态方程是最关键的环节之一。为了求解含参数系统，

Zhang 等[6]提出了如下的动态方程 

( ) ( )
d

d
E t

E t
t

γ= −                                     (6) 

其中 0γ > 是增益参数。由于(3)的增益 γ 是常数，这使得由(3)导出的算法对噪声等因素的影响特别敏感。

为了得到更稳健的算法，Zhang 等[6]将(6)中的常增益推广到变增益，提出了幂函数型变增益动态方程 

( ) ( ) ( )
d

d
E t

t E t
t

γγ= − +                                  (7) 

本文，为了得到抗干扰性更强的快速算法，考虑如下指数型动态方程[6] [8] 

( ) ( ) ( )
d

exp
d

E t
t E t

t
γ= −                                  (8) 

其中 ( )E t 是待定的误差函数，其表达式取决于要解决的问题。对于较大的 t，有 ( )exp t tγγ γ γ> + > ，因

此(8)生成的 ( )E t 比(6)、(7)生成的 ( )E t 收敛于零的速度快多了。从下面的分析可以看出，正是这个速度

优势使得(8)导出的在线算法有更强的稳健性。为了进一步提升(8)的数值效果，考虑带激活函数的形式 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )d
JMP 0 exp

d
E t

E t E t
t

γ= − Φ                            (9) 

其中 ( ) 2 2: n nR R+ +Φ ⋅ → 的每个分量都是单调递增奇函数， ( ) 2 2JMP : n nR R+ +⋅ → 是跳跃函数，每个分量定

义如下 

( )( ) ( )
( )

1, 0 0
jmp 0 , 1,2, , 2

0, 0 0
i

i
i

E
E i n

E

≠= = +
=



如果

如果
 

表示向量或矩阵的哈达玛(Hadamard)积，即对应分量的相乘。 

3. 噪声环境下含参数均值–方差投资组合模型及在线算法 

本节利用动态方程(9)，给出求解含参数均值–方差投资组合模型(1)的在线算法。 
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考虑时间参数 t，将(4)定义的 ( )F X 记为 ( ),F X t ，并将其代入动态方程(9)，得求解含参数均值–方

差投资组合模型(1)的在线算法 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )( ) ( ), JMP 0 ,0 exp , , ,X tF X t X t F X t F X t t F X tγ′ ′ ′= − Φ −          (10) 

其中 ( ),XF X t′ 是(5)式定义的 ( )F X′ 。 
下面称 ( )X t 是在线算法(10)的状态变量，其前 n 个分量是含参数均值–方差投资组合模型(1)的解，

最后两个分量是其对偶变量。类似于[8]的定理 3.1，在线算法(10)有如下的渐进收敛结果。 
定理 2.1 假设 ( )X t 满足在线算法(10)，则有如下结论： 
如果存在 { }1,2, , 2i n∈ + ，有 ( )( )0 ,0 0iF X = ，则对于任意的 0t > ，有 ( )( ), 0iF X t t = ； 
如果任意 { }1,2, , 2i n∈ + ，有 ( )( )0 ,0 0iF X ≠ ，则 ( )( ),F X t t 的每个分量都渐进收敛到零。 
证明 (1) 由 ( )( )0 ,0 0iF X = 及 jum 的定义，有 ( )( )( )jmp 0 ,0 0iF X = 。于是对于任意的 0t ≥ ，在线算

法(10)的第 i 个方程可以简写成 

( )( ) ( ) ( )( ),: ,, , ,i i tG X t t X t F X t t′= −  

其中 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )2 1
,:

1 2 2

, , ,
, , , ,i i i n

i
n

F X t t F X t t F X t t
G X t t R

X X X
+ ×

+

 ∂ ∂ ∂
= ∈ 

∂ ∂ ∂  
 表示 iF 关于 X 的导数，也是矩阵

( )( ),G X t t 的第 i 行。由上面的式子及链式法则得
( )( )d ,

0
d

iF X t t
t

= ，于是 ( )( ) ( )( ), 0 ,0 0i iF X t t F X= = 。 

(2) 由于任意 { }1,2, ,i n∈  ，有 ( )( )0 ,0 0iF X ≠ ，于是在线算法(10)可改写成 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ), exp , , .tG X t t X t t F X t t F X t tγ ′= − Φ −  

结合链式法则得
( )( ) ( ) ( )( )( )d ,

exp ,
d

F X t t
t F X t t

t
γ= − Φ 。定义 Lyapunov 函数[8] 

( ) ( )( ) 21 , .
2

L t F X t t=  

显然 ( )L t 关于 ( )( ),F X t t 是正定的。对 ( )L t 求导得 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )T Td ,d
, exp , , .

d d
F X t tL t

F X t t t F X t t F X t t
t t

γ= = − Φ  

因为 ( )Φ ⋅ 的分量都是单调递增的奇函数，于是(i)对于任意的 ( )( ), 0F X t t ≠ ，有
( )d

0
d
L t

t
< ；(ii)当且

仅当 ( )( ), 0F X t t = ，有
( )d

0
d
L t

t
= 。结合 Lyapunov 稳定性理论有 ( )( ),F X t t 的每个分量都渐进收敛到零。

证毕。 
下面考虑噪声环境下的含参数均值–方差投资组合模型，将噪声、误差等因素的干扰统一成一个含

参数的加性噪声 ( ) 2nN t R +∈ 。为此，考虑如下动态方程 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )d
JMP 0 exp .

d
E t

E t E t N t
t

γ= − Φ +                       (11) 

令 ( ) ( )( ),E t F X t t= ，代入(11)得抗噪声在线算法 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ), JMP 0 ,0 exp , , .X tF X t t X t F X t F X t t N t F X t tγ′ ′ ′= − Φ + −      (12) 
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假设加性噪声考虑噪声水平满足 ( ) , 0N t B t≤ ∀ ≥ ，则抗噪声在线算法(12)有下面的收敛结果。 
定理 2.2 假设 ( )X t 满足抗噪声在线算法(12)，则有如下结论： 
(1) 如果存在 { }1,2, ,i n∈  ，有 ( )( )0 ,0 0iF X = ，则对于任意的 0t > ，有 ( )( ), 0iF X t t = ； 
(2) 如果任意 { }1,2, ,i n∈  ，有 ( )( )0 ,0 0iF X ≠ ，则对于任意的 0t ≥ ， ( )N t 有上界，其上界是

( )( )( )1 expi B tϕ γ− ，其中 ( )1
iϕ
− ⋅ 表示 ( )iϕ ⋅ 的反函数。显然该上界随着时间 t →∞而快速趋于零。 

证明 (1)的证明与定理 2.1 的(1)的证明是一样的。 
(2) 此时抗噪声在线算法(12)可改写成 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ), exp , , .tG X t t X t t F X t t N t F X t tγ ′= − Φ + −  

整理得
( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

d ,
exp ,

d
F X t t

t F X t t N t
t

γ= − Φ + ，其分量形式是 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )
d ,

exp , , 1, 2, , 2,
d

i
i i i

F X t t
t F X t t N t i n

t
γ ϕ= − + = +  

其中 ( )iϕ ⋅ 是激活函数 ( )Φ ⋅ 的第 i 个分量。定义分量形式的 Lyapunov 函数 

( ) ( )( )21 , , 1, 2, , 2.
2i iL t F x t t i n= = +  

对每个 1,2, , 2i n= + ，对 ( )iL t 关于参数 t 求导得 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )( )

d ,d
,

d d

, exp ,

exp , , ,

exp , , ,

exp , , ,

, exp , .

ii
i

i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i i i

i i i

F X t tL t
F X t t

t t

F X t t t F X t t N t

t F X t t F X t t F X t t N t

t F X t t F X t t F X t t N t

t F X t t F X t t F X t t N t

F X t t t F X t t B

γ ϕ

γ ϕ

γ ϕ

γ ϕ

γ ϕ

=

= − −

= − +

= − +

≤ − +

≤ − −

            (13) 

令 ( ) ( ) ( )( )exp ,i iR t t F X t t Bγ ϕ= − 。按 ( )0R 的符号讨论如下。 

(i) 如果 ( )0 0R = ，则
( )

0

d
0

d
i

t

L t
t

=

= ，因此 ( )( )0 ,0iF X 是 ( )( ),iF X t t 一个局部极值。如果其是极大

值，则 ( )( ),iF X t t 将逐渐减小；如果其是极小值，则 ( )( ),iF X t t 将逐渐增大，这说明存在 0t > ，使得

当 [ ]0,t t∈ 时，有 ( ) 0R t > 。结合(13)可得，
( )d

0
d
iL t
t

< ，这说明 ( )( ),iF X t t 将逐渐减小，与 ( )( ),iF X t t 将

逐渐增大矛盾。因此，此时 ( )( )0 ,0iF X 是 ( )( ),iF X t t 是一个局部极大值。 

(ii) 如果 ( )0 0R > ，则
( )

0

d
0

d
i

t

L t
t

=

< ，则由
( )d

d
iL t
t

的连续性， ( )( ),iF X t t 将逐渐减小，一直到某个

时刻 0t > ，有 ( ) 0R t = 。接下来的讨论与情况(i)类似。 

(iii) 如果 ( )0 0R < ，则
( )

0

d
0

d
i

t

L t
t

=

> ，则由
( )d

d
iL t
t

的连续性， ( )( ),iF X t t 将逐渐增大，一直到某个
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时刻 ˆ 0t > ，有 ( )ˆ 0R t = 。接下来的讨论与情况(i)类似。 

综上可得，对于任意的 0t ≥ ，有 ( )( ) ( )( )( )1, expi iF X t t B tϕ γ−≤ ，即 ( )( ),iF X t t 有上界。证毕。 

4. 数值实验 

本节给出三组实验，分别说明本文设计的两种在线算法，分别记为 OLM(10)与 OLM(12)，可以有效

求解无参数均值–方差投资组合模型、含参数均值–方差投资组合模型以及噪声环境下均值–方差投资

组合模型，并与经典的求解含参数问题的在线算法，即 Zhang 神经网络(ZNN)，进行数值对比。两种在

线算法中的参数 1γ = ，并取激活函数为单位函数，即 ( )x xφ = 。 
问题 4.1 [1]：某投资者对三种风险资产感兴趣，这三种资产收益率的均值分别是 0.06、0.12、0.09，

协方差矩阵 

0.2 0.3 0.01
0.3 2.4 0.5 .
0.01 0.5 1.1

H
− 

 =  
 − 

 

试为之构造风险最小的资产组合，使预期收益率 0.1pr = 。考虑 f 10t = ，初始点 

( ) [ ]T0 1 3,1 3,1 3,1,1X = 。仿真结果见图 1 中。 
 

 
Figure 1. Simulation results of ZNN and OLM(10) solving Problem 4.1 
图 1. ZNN 与 OLM(10)求解问题 4.1 的仿真结果 

 
由图 1 可以看出，两种方法都比较快的求出了问题 4.1 的较高精度近似解，ZNN 在 10 秒时的精度达

到了 10−2，而 OLM(10)在 2 秒左右时达到了这一精度；在最终时刻，即 10 秒时，OLM(10)的精度分别达

到了 10−8。由图 1 可以看出，在整个计算过程中，OLM(10)的数值表现几乎一直优于 ZNN。这说明了我

们推导的均值–方差投资组合模型的等价形式，即(3)式，是合理的。同时说明我们设计的 OLM(10)是有

效的。 
问题 4.2 [6]：考虑三种资产的含参数均值-方差投资组合问题，其资产收益率的均值关于时间有小的

周期波动，假设 

( ) ( ) ( ) T
0.100162 0.01sin ,0.164244 0.01sin 2 ,0.182082 0.01sin 3 .r t t t= + + +    

同时假设协方差矩阵为 
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0.100162 0.045864 0.005712
0.045864 0.210773 0.028283 .
0.005712 0.028283 0.066884

H
 
 =  
  

 

预期收益率 ( )0.15 0.01ln 1pr t= + + 。因为 r 各分量的最大周期是 2π，因此我们考虑 f 2t = π，且取初

始点 ( ) [ ]T0 1 3,1 3,1 3,1,1X = 。仿真结果见图 2 中。 
 

 
Figure 2. Simulation results of ZNN and OLM(10) solving Problem 4.2 
图 2. ZNN 与 OLM(10)求解问题 4.2 的仿真结果 

 
由图 2 的仿真结果可以看出，OLM(10)的表现明显优于 ZNN。以 ( ) 410F t −≤ 作为收敛准则，ZNN

直到 10 秒时还没有达到这个收敛标准，而 OLM(10)在 2.5 秒后就达到了。ZNN 与 OLM(10)的在 2t = π时

的精度分别是 10−2 与 10−5。 
问题 43：考虑问题 4.2 中三种资产的收益率均值与协方差矩阵，并假设周期噪声 ( ) ( )0.01sinN t t= 。

考虑 ft = π，取初始点 ( ) [ ]T0 1 3,1 3,1 3, 1, 1X = − − ，使用 ZNN 与 OLM(12)求解这个问题。仿真结果见图 3。 
 

 
Figure 3. Simulation results of ZNN and OLM(12) solving Problem 4.3 
图 3. ZNN 与 OLM(12)求解问题 4.3 的仿真结果 
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由图3可看出，OLM(12)有一定的抗干扰能力，其最终的精度达到了10−2，而ZNN最终的精度是10−1。 

5. 总结 

本文针对不允许卖空的投资组合问题，提出了一类含参数均值–方差投资组合模型，该模型可以更

细致地描述动态投资组合问题，同时考虑了噪声对模型的影响。设计了一类抗噪声在线求解算法。理论

与实验结果都表明了在线算法的有效性。 
基于本文提出的在线算法，我们将继续研究含参数均值–方差投资组合模型的求解方法，包括：设

计具有有限时间终止的在线算法；设计抗噪声迭代算法；高精度迭代算法等。 
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