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摘  要 

本文引进了一种带判别函数的单样本有限状态分布检验，并给出了基于精确分布的检验计算方法。在本

文方法中，给出不同的判别函数，检验可表示不同的具体检验方法，其中几个经典的检验方法，例如X2

拟合优度检验、二项检验和似然比检验都是本文检验方法在不同判别函数下的特例。本文给出了一个由

样本的分布频率和总体的概率的差距构成的判别函数。案例分析显示，这个检验方法比上述三种经典的

检验方法都更有效率。 
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Abstract 
This paper introduces a one-sample finite state distribution test with a discriminant function, and 
gives a test calculation method based on exact distribution. In the method of this paper, given dif-
ferent discriminant functions, the test can represent different specific test methods, among which 
several classic test methods, such as Х2 goodness-of-fit test, binomial test, and likelihood ratio test 
are all tested in this paper. This paper presents a discriminant function composed of the differ-
ence between the distribution frequency of the sample and the probability of the population. The 
case study shows that this test method is more efficient than the three classical test methods men-
tioned above. 
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1. 引言 

有限状态分布检验有三个常用方法。第一个是Х2拟合优度检验方法[1] [2] [3]。设一总体有K个状态，

其中第 i 个状态出现的概率为 , 1, 2, ,ip i K=  。对总体进行 m 次重复抽样，其中第 i 个状态出现得 in 次。

由皮尔孙(Pearson)定理，拟合优度检验的 Х2 统计量的极限分布为自由度为 1K q− − 的卡方分布，其中 q
为原总体分布要估计的参数个数。 
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记有限状态分布的假设检验为 

0 0 1 0: , 1, 2, , ,     :  i i i iH p p i K H i p p= = ∃ ≠ 使                        (1.2) 

给定显著水平α ，根据皮尔孙定理(1.1)，当 m 充分大时，Х2 拟合优度检验为 
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作为一个特例，当总体只有两个状态时，其分布检验就是二项检验(binomial test)。二项检验既可以

用 Х2 拟合优度检验方法，也可以用二项分布进行精确分布检验[4] [5] [6]。对总体进行 m 次独立抽样，其

中状态 1 和状态 2 分别抽得 1n 次和 2n 次，抽样分布为 

( ) 1 2
1 2 1 2 1 2

1 2

!, , ,
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n nmP n n p p p p
n n

                             (1.4) 

记假设检验为 0 0: , 1, 2i iH p p i= = ， 1 0: i iH p p∃ ≠ 。在这个假设条件下，给定显著水平α ，检验公式为 

{ } ( )
{ } ( )

1 2 0.5 10 20 0

1 2 0.5 10 20 0

 min , , ,  

 min , , ,  

n n B m p p H

n n B m p p H
α

α

< ⇒

≥ ⇒

如果

如果 接受

拒绝
                     (1.5) 

其中 ( )0.5 10 20, ,B m p pα 为 0.5α 分位数。 
有限状态分布检验的另一个常用方法是利用似然比检验方法[3] [7]。在大样本的条件下，似然比可以

表示为 Х2 统计量。 
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在假设检验(1.2)的条件下，给定显著水平α ，根据皮尔孙定理(1.1)，当 m 充分大时，Х2 拟合优度检
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验为 
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过去，由于计算机和程序都比较落后，在不能找到精确分布时，我们只能借助极限分布处理假设检

验问题。但这种方法有两个问题。首先，由于真实分布构造的拒绝域被用极限分布所构造的拒绝域替代。

而这两种拒绝域的差异并不能在假设检验中表现出来。因此，用极限分布构造的假设检验含有无法评估

的分布误差。我们只能寄希望于样本量足够大，两种分布误差足够小，使拒绝域的差异可以忽略不计。 
其次，本文提出的带判别函数的方法可以有各种不同的判别函数。即使检验有极限分布，其极限分

布也可能有不同的形式。我们只能逐个判别函数进行讨论。如果用精确分布的话，就是多项分布，与判

别函数无关。现在，由于计算机的发展，用精确分布处理假设检验变得越来越可行，特别在抽样个数不

是很大的时候。 
本文第二节将介绍有限状态分布检验的一种带判别函数检验方法。第三节将说明几种传统的检验方

法，例如二项分布检验方法，Х2 拟合优度检验和似然比检验方法都是带判别函数检验方法的特例。最后，

本文比较几种判别函数检验方法的检验效率。 

2. 一种检验方法 

设一总体有 K 个状态，其中第 i 个状态出现的概率为 , 1, 2, ,ip i K=  。记 ( )1 2 , ,, KP p p p=  。对总体

进行m次重复抽样，其中第 i个状态出现得 in 次。样本空间Ω由如下的K维向量构成， ( )1 2 , ,, KN n n n=  ，

其中 in 为非负整数，且 1 ii
K n m
=

=∑ 。样本空间 Ω服从 K 项分布 ( ),KM m P ，样本点 N 的概率为[8] 
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现对总体的分布进行假设检验(1.2)。记 ( )0 10 20 0,, , KP p p p=  。对总体进行 m 次重复抽样，记抽到的

样本为 ( )1 2 , ,, KM m m m=  。记假设检验的判别函数为： 
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判别函数是样本的分布频率与目标概率的平均距离。在零假设成立的条件下，样本空间为服从 K 项

分布 ( )0,KM m P 。记 
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( )S c 为在样本空间中，分布频率与假设概率平均距离大于等于 c 的点组成的集合。 
在零假设成立的条件下，样本的分布频率应该与假设概率相差不大。如果样本的分布频率与概率相

差较大，那说明抽样出现不正常的情况。因此， ( )S c 是由异常样本构成的集合。如果异常点集合的概率

很小，它就是拒绝域。其思路是，如果样本落在拒绝域上，它表明异常的小概率事件发生，统计学上的

“反例”出现，推翻了原假设。 
给定显著水平 ( )0α α > ，假设检验的拒绝域定义为 
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                             (2.4) 

简单地说，拒绝域就是在 ( )Rej c 中概率小于α 的最大集合，而接受域就是 ( )j\ Re cΩ 。 
在检验中，我们可以通过计算检验的概率值 p 来判断零假设是否被拒绝。根据检验的定义，概率值

表达如下， 
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i i
K K i i i i

i i

n m
p P n n n n n n p p p p
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∑ ∑               (2.5) 

它是由满足某个条件的样本构成的集合的概率，这个条件是样本的分布频率与目标概率的平均距离大于

等于抽到的样本的分布频率与目标概率的平均距离。 
如果概率值 p 小于显著水平α ，我们就拒绝零假设；否则我们就接受(不拒绝)零假设。这个结论的证

明很简单。从(1.6)可知，如果概率值 p 小于显著水平α ，说明抽到的样本落在拒绝域里，因此拒绝零假

设。如果概率值 p 大于等于显著水平α ，说明抽到的样本落在接受域里，因此接受零假设。 
在重复抽样个数不是很大的时候，上述概率值可利用精确分布(K 项分布)计算。 
例 1：设一色子在随机抛掷中每个数字朝上的概率相等。现随机抛掷 100 次，数字 1 到数字 6 朝上

的频数分别为 1 2 3 4 5 612, 25, 13, 12, 23, 15m m m m m m= = = = = = 。给定显著水平 0.05α = ，进行检验假设： 

0
1: , 1, 2, ,6
6iH P i= =  ， 1

1: ,
6iH i P∃ ≠使 。 

解法 1：根据公式(1.6)计算检验的概率值，记抽样频率与目标概率的平均距离为 
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用 Python 语言，得概率值 0.040p = 。由于 0.05p < ，拒绝原假设。 

3. 几种检验方法的效率比较 

带判别函数的假设检验方法是一种一般性的方法，不同的判别函数构成不同的检验方法。上一小节

的方法只是一个特例，传统的二项分布检验方法、拟合优度方法、和似然比检验方法也是这个方法的特

例。本文还列举了其它判别函数的检验方法。 
二项分布检验有一种精确分布计算方法。设一总体为 0-1 分布，其中成功的概率为 p。对总体进行 m

次重复抽样，其中成功 1m 次，不成功 1m m− 次，可以得到 1m 服从二项分布 ( ),B m p 。 
现进行假设检验， 0 0:H p p= ， 1 0:H p p≠ 。给定显著水平α ，拒绝域为 ( ),B m p 分布中两端概率各

为 0.5α 的区间。因此检验的概率值为 ( ),B m p 分布中 1m 两端中概率小的一端的两倍数值， 

{ } { }{ }1 12 min 0 ,p P k m P m k m= ≤ ≤ ≤ ≤                         (3.1) 

当概率值小于显著水平时，就拒绝原假设，否则就接受(不拒绝)原假设。 
这样定义的拒绝域有两个缺点。首先，由于二项分布左右不对称，这种两端拒绝域的概率各为 0.5α

的设计不太合理，因为它的接受域的长度不是最短的。其次，这种定义不能推广的多个状态分布的假设

检验，因为多项分布是多维的，不能定义各方向的极端区域概率相等。 
本文对这种检验方法做了修改，并推广到 K 个状态分布检验(1.2)的情形。二项分布检验只是一个特

例，在此不做专门描述。先待定一个正常数 c，记 
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( )S c 是在样本空间中，概率小于等于 c 的点组成的集合。给定显著水平α ，假设检验的拒绝域定

义为 
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拒绝域是在 ( )Rej c 中概率小于α 的最大集合，而接受域就是 ( )j\ Re cΩ 。 
上述方法的判别函数为样本的概率 

( )0 0
1

1

!,
!

i
K

n
iK

i
i

i

mP N P p
n =

=

∏
∏

                                   (3.4) 

检验的概率值为概率小于等于抽到的样本概率的所有样本构成的集合的概率。 
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当概率值 p小于显著水平时，抽到的样本落在拒绝域里，因此拒绝原假设；否则就接受原假设。 
例 1 的解法 2：用公式(2.5)计算检验的概率值。记抽样样本的概率为 

100100! 1
12!25!13!12!23!15! 6

A  =  
 

 

检验的概率值为： ( ) ( )
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用 Python 语言，得概率值 0.087p = 。由于 0.05p ≥ ，接受原假设。 
下面说明似然比检验方法是带判别函数检验的一个特例。似然比定义为无条件的最大似然值除以在

零假设限制下的最大似然值。在 K 个状态分布检验(1.2)中，给定样本点 N， 
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( )S c 是在样本空间中，似然比大于等于 c 的点组成的集合。检验的思路是，似然比越大，与无条件

最大似然值相比，在零假设条件下最大似然值减少越多，零假设越不可能是真实的。 
给定显著水平α ，假设检验的拒绝域定义为 

( ) ( ) ( ){ }{ }
0

Rej
c

S c P S cα α
>

= <


                          (3.8) 

拒绝域就是在 ( )Rej c 中，概率小于α 的最大集合，而接受域就是 ( )j\ Re cΩ 。 
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在似然比检验中，判别函数为似然比， 
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∏ ∏                            (3.9) 

检验的概率值为似然比大于等于抽到的样本的似然比的所有样本构成集合的概率。 
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             (3.10) 

当概率值 p 小于显著水平时，抽到的样本点落在拒绝域里，拒绝原假设，否则就接受原假设。 
例 1 的解法 3：用公式(2.10)计算检验的概率值。记抽样样本的似然比为 

12 25 13 12 23 15 10012 25 13 12 23 15 1
100 100 100 100 100 100 6
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检验的概率值： ( ) ( )
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=
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用 Python 语言，得概率值 0.087p = 。由于 0.05p ≥ ，接受原假设。 
下面说明 Х2 拟合优度检验是带判别函数假设检验的一个特例。在 K 个状态分布检验(1.2)中，拟合优

度检验的 Pearson Х2 统计量为 

( )2 2
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1
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∑ ∑                       (3.11) 

统计量可转化为该检验的判别函数 
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判别函数是样本频率与目标概率相对差的二阶矩。样本的判别函数越大，样本频率与目标概率相差

就越大，样本与零假设就越相悖。记， 
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给定显著水平α ，假设检验的拒绝域定义为 
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= <


                          (3.14) 

拒绝域就是在 ( )Rej c 中，概率小于α 的最大集合，而接受域就是 ( )j\ Re cΩ 。 
检验的概率值为判别函数大于等于抽到的样本的判别函数的所有样本构成集合的概率， 

( ) ( )
2 2

1 2 1 2 0 0
1 1

, , , , , , , 1 1
K K

i i
K K i i i i

i i

n mp P n n n n n n p p p p
m m= =

     = ∈Ω − ≥ −    
     

∑ ∑          (3.15) 

当概率值 p 小于显著水平时，抽到的样本点落在拒绝域里，拒绝原假设，否则就接受原假设。 
例 1 的解法 4：用公式(2.15)计算检验的概率值。记样本频率与目标概率相对差的二阶矩为 
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检验的概率值： ( ) ( )
26

1 2 6 1 2 6
1

1 1, , , , , , , 1
100 66

i

i

np P n n n n n n A
=

   = ∈Ω − ≥  
   

∑   

用 Python 语言，得概率值 0.071p = 。由于 0.05p ≥ ，接受原假设。 
带判别函数检验方法的函数形式是很多的。除了上述四种判别函数，本文补充两个，都是反映样本

的分布频率与目标概率的差距。例如，对假设检验(1.2)，判别函数可定义为样本的分布频率与目标概率

的差距的二阶矩 

( )
2

2
0 0 0

1
,

K
i

i i
i

n
d N P p p

m=

 − 
 

∑                              (3.16) 

也可以定义为样本的分布频率与目标概率的差距的最大值 

( )0 01
, maxM i

ii K

n
d N P p

m≤ ≤

 
− 

 
                              (3.17) 

不同的检验方法存在检验效率的差异，其中一个检验效率的指标是概率值。面对同一个样本，如果

方法 A 比方法 B 有更小的概率值，方法 A 的检验效率就比方法 B 更高。这是因为较小的概率值更容易

小于显著水平，也就更容易拒绝原假设。 
针对例 1 这个案例，我们看到，方法 1 的概率值最小(为 0.040)，概率值小于 0.05，检验拒绝了原假

设。其次是方法 4、方法 3 和方法 2，其概率值分别为 0.071、0.087 和 0.087。这三个检验的概率值都大

于 0.05，不能拒绝原假设。可以看到，以样本的分布频率与目标概率的距离的平均值为判别函数的检验

方法，比传统的三个检验方法都更有检验效率。 

4. 结论 

本文引进了一种带判别函数的单样本有限状态分布检验，并给出了基于精确分布的检验计算方法。

在本文方法中，给出不同的判别函数，检验可表示不同的具体检验方法，其中几个经典的检验方法，例

如 X2 拟合优度检验、二项检验和似然比检验都是本文检验方法在不同判别函数下的特例。 
主流的分布检验理论都是借用极限分布来处理的。在这个方法中，真实分布与极限分布的差异会导

致检验结果出现误差，且这种误差并不能在检验中被衡量得到。由于计算机和软件的快速发展，使用精

确分布处理假设检验变得越来越可行。 
精确分布方法可带来两大改进。首先，该方法可以避免由分布差异导致的检验误差问题，特别是在

样本量不是很大的时候。其次，在借用极限分布处理分布检验时，不同的判别函数会导致不同的极限分

布，甚至有可能连极限分布都不存在。在这种情况下，判别函数的选取会受制于它的极限分布的存在性

和表达形式。而在使用精确分布处理假设检验时，精确分布就是总体分布，与判别函数的选取无关。在

这种情况下，我们就可以选择最大程度地表现样本频率和目标概率差异的判别函数，以提高假设检验的

效率。 
本文并没有从理论上给出上述六个检验方法的优劣，因此未能得出一般性结论。但针对例 1 这个案

例，本文分析显示，以样本的分布频率与目标概率的距离的平均值为判别函数的检验方法，比传统的检

验方法更有效率，这类方法值得我们进一步研究。 
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