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摘  要 

本文研究了模型误差服从AR(p)过程的随机系数面板数据模型的预测问题，得到了最优线性无偏预测表

达式。数值模拟结果表明了所提方法的有效性。 
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Abstract 
This paper studies the prediction problem of a random coefficient panel data model with AR(p) 
error, and obtains the optimal linear unbiased prediction expression of the model. The simulation 
studies are conducted to illustrate the performance of the proposed approach. 
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1. 引言 

面板数据是经济管理中最为常见的数据形式，一般定义为多个观测个体比如区域或者企业多个时间

上的观测值。面板数据的研究一直是统计学和计量经济学领域的重点问题。近年来，基于面板数据模型

的预测问题得到了越来越多的关注。文献[1] [2]最早考虑了面板数据模型的预测问题，运用文献[3]中有

关最优线性无偏预测(BLUP)的结论，给出了第 i 个个体在未来 s 期的预测值。文献[4]得到了误差干扰项

分别服从 AR(1)、AR(2)、AR(4)和 MA(1)过程的随机效应面板数据模型的最优线性无偏预测量。关于这

一方面的研究，我们可以发现其引起了诸多学者的注意，具体工作可以参见文献[5] [6] [7] [8] [9]。而文

献[10]在文献[4]的基础上，研究了误差项服从 AR(p)过程的一般情况，得到了对应的最优线性无偏预测表

达式。 
上述研究大都是基于 one-way 随机效应面板数据模型，没有考虑回归系数的个体异质性。实际面板

数据分析中，个体异质性的刻画可以通过设定变系数模型来解决。变系数模型是指不同个体的回归系数

不同，可以分为随机系数模型和固定变系数模型，其中的随机系数模型作为混合效应模型和多层模型的

特例得到了广泛的研究。但针对随机系数面板数据模型预测问题的针对性研究还相对较少。 
本文将研究误差项服从 AR(p)过程的随机系数面板数据模型的预测问题，从而本文将文献[10]的研究

推广到随机系数情形。 
本文安排如下：第二节介绍模型的设定，第三节对模型进行估计，第四节给出模型的最优线性无偏

预测表达式，第五节运用数值模拟验证所提方法，第六节为本文总结。 

2. 模型的设定 

AR(p)误差下随机系数面板数据模型可记为如下形式 
T  1,2, ,  1,2, ,it it i ity u i N t T= + = =x β                              (1) 

其中 i 表示截面个体维度，t 表示时间序列维度， ity 表示第 i 个个体在第 t 时期的观测值， 

( )T1 2 K
it it it itx x x=x  表示第 i 个个体在第 t 时期的 1K × 维观测向量，随机系数 iβ 可以拆分为均值部分

和随机部分，即 i i= +β β b ，其中β为 1K × 维常值向量，且有 ( )iE =β β， ( )T1 2 K
i i i ib b b=b  为 1K ×

维独立同分布的均值为 0、方差–协方差矩阵恒定的随机变量，即 ( )iE =b 0 ， ( )iCov =b Σ。 
干扰项 itu 均值为 0，服从 AR(p)过程，即 

1 , 1 2 , 2 ,it i t i t p i t p itu u u u eφ φ φ− − −= ⋅ + ⋅ + + ⋅ +                          (2) 

式中， 1 2, , , pφ φ φ 为未知参数，满足平稳性条件，即 2
1 21 0p

pz z zφ φ φ− − − − = 的根都落在单位圆外，剩

余干扰项 ( )2~ . . . 0,it ee i i d σ ，且有 itu 与 ite 相互独立，并与 itx 相互独立。 
考虑模型的矩阵形式，定义 ( )T

1 2i i i iTy y y=y 

， ( )T
1 2i i i iT=X x x x

， 

( )T
1 2i i i iTu u u=u 

， ( )T
1 2i i i iTe e e=e 

，令 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2,  ,  ,  ,  ,  

N N N N N N

           
           
           = = = = = =
           
           
           

y X X b u e
y X X b u e

y X Z b u e

y X X b u e
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则模型(1)写成矩阵形式为 
= + +y Xβ Zb u                                      (3) 

此外，需要说明的是，本文所定义的 AR(p)误差下随机系数面板数据模型，包含了现有面板数据预

测文献中的多种面板数据模型，具体如下： 
(1) 当 1p = 时，模型为误差项服从 AR(1)过程的随机系数面板数据模型； 
(2) 当 1 2 0pφ φ φ= = = = 时，模型为随机系数面板数据模型； 
(3) 当 1 21,  0K

it i ix b b≡ = = = 时，模型为具有 AR(p)剩余干扰项的面板数据模型，文献[10]中对此类

模型的预测问题进行了研究； 
(4) 当 1 21,  0,  1K

it i ix b b p≡ = = = = 时，模型为剩余干扰项服从 AR(1)序列相关过程的面板数据模型，

文献[4]中完成了针对此类模型最优线性无偏预测表达式的推导； 
(5) 当 1 2

1 21,  0,  0K
it i i px b b φ φ φ≡ = = = = = = =  时，模型简化为最熟悉的面板数据模型的情况。 

定义 ( ),,s it i t sCov u uγ −= ，则有 ( ),s it i t sE u uγ −= ， 2
0 uγ σ= ， -s sγ γ= 。下面计算此时模型的方差–协方

差矩阵 

( ) ( ) ( )Cov Cov Cov= + = +Ω Zb u Zb u  

首先易证 

( ) ( ) ( )T T
NCov Cov= = ⊗Zb Z b Z Z I Σ Z                           (4) 

然后由 

( ) ( ) ( )
1

T T T T2
1 2

T
1 1

T
2 2

T

N

N

N N

Cov E E

E
E

E

  
  
  = =
  
    

 
 
 =
 
 
 

u
uu uu u u u

u

u u
u u

u u







 

和 

( ) ( )

( )

1

T 2
1 2

2
1 1 2 1

2
2 1 2 2

2
1 2

0 1 1

1 0 2

1 2 0
2

0 1, 2, ,

i

i
i i i i iT

iT

i i i i iT

i i i i iT

iT i iT i iT

T

T

T T

u

u
u

E E u u u

u

Eu Eu u Eu u
Eu u Eu Eu u

Eu u Eu u Eu

i N

γ γ γ
γ γ γ

γ γ γ

γ σ

−

−

− −

  
  
  =
  
  
  

 
 
 =  
  
 
 
 
 =
 
 
 

= = =

u u

Γ Γ
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式中Γ为 AR(p)相关矩阵，得 

( ) ( )

2

2
2

2

u

u
u N

u

Cov

σ

σ
σ

σ

 
 
 

= = ⊗ 
 
 
 

Γ

Γ
u I Γ

Γ



                     (5) 

由(5)和(7)得 

( ) ( ) ( ) ( )T 2
N u NCov Cov σ= + = ⊗ + ⊗Ω Zb u Z I Σ Z I Γ                   (6) 

3. 模型参数的估计 

3.1. 模型系数的估计 

根据线性混合模型的理论可得，固定参数 β的最佳线性无偏估计量(BLUE)和随机效应 b 的最佳线性

无偏预测(BLUP)分别为 

( ) 1T 1 T 1ˆ −− −=β X Ω X X Ω y                                  (7) 

( ) ( )T 1 ˆˆ Cov −= −b b Z Ω y Xβ                                 (8) 

其中 ( ) ( )T 2
N u Nσ= ⊗ + ⊗Ω Z I Σ Z I Γ ，且对(8)有 

( ) ( )

( )

( )

T 1

T
1

T
2 1

T

T
1

T
2 1

T

ˆˆ

ˆ

ˆ

N

N

Cov −

−

−

= −

  
  
  = −  
  
  

  

 
 
 

= − 
 
 
 

b b Z Ω y Xβ

Σ X
Σ X

Ω y Xβ

Σ X

ΣX

ΣX
Ω y Xβ

ΣX






                     (9) 

则有 

( ) ( ) ( ) ( )T 1 T T 1ˆ ˆˆ 0 0i i i i
− −= − = ⊗ −b ΣX Ω y Xβ l ΣX Ω y Xβ                  (10) 

式中 T
il 为单位矩阵 NI 的第 i 行。 
可以看出，固定参数 β的估计和随机效应 b 的预测依赖于模型参数 Σ、 2

uσ 、 ( )1, 2, ,r r pφ =  的估

计。 

3.2. 方差分量参数的估计 

下面分别运用极大似然估计 (ML)方法和限制极大似然估计 (REML)方法对方差分量参数

( ), 1, 2, ,mn m n KΣ =  、 2
uσ 、 ( )1,2, ,r r pφ =  进行估计。 

1) ML 算法 
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(1) 计算对数似然函数 

( ) ( ) ( )T 11 1log 2 log
2 2 2

NTl π −= − − − − −Ω y Xβ Ω y Xβ                   (11) 

(2) 对 l 关于 ( ) ( )2, 1, 2, , , , 1, 2, ,mn u rm n K r pσ φΣ = =  分别求一阶偏导 
① 对 l 关于 ( ), 1, 2, ,mn m n KΣ =  求一阶偏导 

( ) ( )T1 1 11 1
2 2mn

mn mn mn

lS tr − − −
Σ

   ∂ ∂ ∂
= = − − − − −   ∂Σ ∂Σ ∂Σ   

Ω ΩΩ y Xβ Ω Ω y Xβ           (12) 

式中 

11 11 11 1

1 11 1 1

1 1 1

1

1 1 1

1

m n m n
T

m n m n
T T T

m n m n
i i i iT

mn m n m n
iT i iT iT

m n m n
N N N NT

m n m n
NT N NT NT

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

 
 
 
 
 
 
 
 ∂

=  
∂Σ  

 
 
 
 
 
  
 

Ω



 







 







 



       (13) 

其中 , 1, 2, ,m n K=  ， m
itx 为 1K × 维向量 itx 的第 m 个元素 

② 对 l 关于 2
uσ 求一阶偏导 

( ) ( )2
T1 1 1

2 2 2

1 1
2 2u

u u u

lS tr
σ σ σ σ

− − −   ∂ ∂ ∂
= = − − − − −   
∂ ∂ ∂   

Ω ΩΩ y Xβ Ω Ω y Xβ            (14) 

式中 

( )2 N
uσ

∂
= ⊗

∂
Ω I Γ                                   (15) 

其中Γ为 AR(p)相关系数矩阵 
③ 对 l 关于 ( )1,2, ,r r pφ =  求一阶偏导 

( ) ( )T1 1 11 1
2 2r

r r r

lS trφ φ φ φ
− − −   ∂ ∂ ∂

= = − − − − −   ∂ ∂ ∂   

Ω ΩΩ y Xβ Ω Ω y Xβ              (16) 

式中 

2
u N

r r

σ
φ φ

 ∂ ∂
= ⊗ ∂ ∂ 

Ω ΓI                                  (17) 

其中Γ为 AR(p)相关矩阵 
对 l− 关于 ( ) ( )2, 1, 2, , , , 1, 2, ,mn u rm n K r pσ φΣ = =  求二阶偏导 
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1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2

11 11 11 11 11 1 11

1 1 1 1

11

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1 1
2 2

KK pu

KK KK

tr tr tr tr tr

tr tr

φ φσ
− − − − − − − − − −

− − − −

       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
         

∂Σ ∂Σ ∂Σ ∂Σ ∂Σ ∂Σ ∂ ∂Σ ∂∂           

 ∂ ∂ ∂
 

∂Σ ∂Σ ∂Σ 

=

Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω ΩΩ Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω ΩΩ Ω Ω Ω

I

 

    



1 1 1 1 1 1
2

1

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2

11

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

KK KK KK KK pu

KKu u u u

tr tr tr

tr tr tr

φ φσ

σ σ σ σ

− − − − − −

− − − − − −

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
       

∂Σ ∂Σ ∂Σ ∂ ∂Σ ∂∂         

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
     

∂Σ ∂Σ∂ ∂ ∂ ∂          

Ω Ω Ω Ω Ω Ω ΩΩ Ω Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω Ω ΩΩ Ω Ω Ω Ω Ω





1 1 1 1
2 2

1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2

1 11 1 1 1 1 1

1 1
2 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

pu u

KK pu

tr tr

tr tr tr tr tr

φ φσ σ

φ φ φ φ φ φ φσ

− − − −

− − − − − − − − − −

  ∂ ∂ ∂ ∂   
   

∂ ∂∂ ∂      
      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

        
∂ ∂Σ ∂ ∂Σ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂        

Ω Ω Ω ΩΩ Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω ΩΩ Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω



 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2

11 1

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2p p KK p p p pu

tr tr tr tr tr
φ φ φ φ φ φ φσ

− − − − − − − − − −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 


 


          ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂         
           ∂ ∂Σ ∂ ∂Σ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂                   

Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω ΩΩ Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω

    

 











(18) 

式中 ( ), 1, 2, ,
mn

m n K∂
=

∂Σ
Ω

 、 2
uσ

∂
∂
Ω

、 ( )1, 2, ,
r

r p
φ
∂

=
∂
Ω

 见(13)、(15)、(17)。 

通过得分算法对下式进行迭代，式中 a 指第 a 次迭代过程。当迭代收敛时，得到模型方差分量参数

的估计值 ( ) ( )2 ˆˆ ˆ, 1, 2, , , , 1, 2, ,mn u rm n K r pσ φΣ = =   
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
11 11

1
2 2 2

11 1

1 1

2 2
11 1 11 1

, , , , , ,

ˆ                   , , , , , , , , , , , , ,

a a

KK KK
a a a a a

u u KK u p

p p

a a a a a a a a a a
KK u p KK u p

I

S

σ σ σ φ φ
φ φ

φ φ

β σ φ φ σ φ φ

+

−

Σ Σ   
   
   
   Σ Σ
     = + Σ Σ     
   
   
   
   
   

 × Σ Σ Σ Σ 

 

 

 

   

         (19) 

2) REML 算法 
(1) 计算边际对数似然函数 

( ) T 1 T1 1log 2 log
2 2 2R

NTl π −= − − −X Ω X y Py                          (20) 

式中 ( ) 11 1 T 1 T 1−− − − −= −P Ω Ω X X Ω X X Ω  
(2) 对 Rl 分别关于 ( ) ( )2, 1, 2, , , , 1, 2, ,mn u rm n K r pσ φΣ = =  求一阶偏导 

T1 1
2 2mn

R
R

mn mn mn

lS tr
Σ

 ∂ ∂ ∂
= = − + ∂Σ ∂Σ ∂Σ 

Ω ΩP y P Py                         (21) 

2

T
2 2 2

1 1
2 2u

R
R

u u u

lS tr
σ σ σ σ

 ∂ ∂ ∂
= = − + 
∂ ∂ ∂ 

Ω ΩP y P Py                          (22) 

T1 1
2 2r

R
R

r r r

lS tr
φ φ φ φ

 ∂ ∂ ∂
= = − + ∂ ∂ ∂ 

Ω ΩP y P Py                            (23) 

式中 ( ), 1, 2, ,
mn

m n K∂
=

∂Σ
Ω

 、 2
uσ

∂
∂
Ω

、 ( )1, 2, ,
r

r p
φ
∂

=
∂
Ω

 见(13)、(15)、(17) 

(3) 对 Rl− 关于 ( ) ( )2, 1, 2, , , , 1, 2, ,mn u rm n K r pσ φΣ = =  分别求二阶偏导 
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2
11 11 11 11 11 1 11

11

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1 1 1
2 2 2

KK pu

KK KK KK KK

R

tr tr tr tr tr

tr tr tr

φ φσ

       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
         

∂Σ ∂Σ ∂Σ ∂Σ ∂Σ ∂Σ ∂ ∂Σ ∂∂           

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
   

∂Σ ∂Σ ∂Σ ∂Σ ∂Σ ∂   

=

Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω ΩP P P P P P P P P P

Ω Ω Ω Ω Ω ΩP P P P P P

I

 

    

 2
1

2 2 2 2 2 2
11 1

1 1
2 2

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

KK KK pu

KK pu u u u u u

tr tr

tr tr tr tr tr

φ φσ

φ φσ σ σ σ σ σ

    ∂ ∂ ∂ ∂   
     

∂Σ ∂ ∂Σ ∂       
        ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂        

        
∂Σ ∂Σ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂                

Ω Ω Ω ΩP P P P

Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω ΩP P P P P P P P P P



 

2
1 11 1 1 1 1 1

11

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1 1 1
2 2 2

KK pu

p p KK p

tr tr tr tr tr

tr tr tr

φ φ φ φ φ φ φσ

φ φ φ





       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
         

∂ ∂Σ ∂ ∂Σ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂           

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
   

∂ ∂Σ ∂ ∂Σ ∂      

Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω Ω ΩP P P P P P P P P P

Ω Ω Ω Ω Ω ΩP P P P P P

 

    

 2
1

1 1
2 2p p pu

tr tr
φ φ φ φσ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      ∂ ∂ ∂ ∂     
       ∂ ∂ ∂ ∂∂           

Ω Ω Ω ΩP P P P

 

(24) 

式中 ( ), 1, 2, ,
mn

m n K∂
=

∂Σ
Ω

 、 2
uσ

∂
∂
Ω

、 ( )1, 2, ,
r

r p
φ
∂

=
∂
Ω

 同上。 

运用得分算法对下式进行迭代，这里的 a 指第 a 次迭代过程，当迭代收敛时，得到方差分量的估计

值 ( ) ( )2 ˆˆ ˆ, 1, 2, , , , 1, 2, ,mn u rm n K r pσ φΣ = =   
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
11 11

1
2 2 2

11 1

1 1

2 2
11 1 11 1

, , , , , ,

ˆ                   , , , , , , , , , , , , ,

a a

KK KK
a a a a a

u u R KK u p

p p

a a a a a a a a a a
R KK u p KK u p

I

S

σ σ σ φ φ
φ φ

φ φ

β σ φ φ σ φ φ

+

−

Σ Σ   
   
   
   Σ Σ
     = + Σ Σ     
   
   
   
   
   

 × Σ Σ Σ Σ 

 

 

 

   

         (25) 

4. 模型的最优线性无偏预测 

文献[3]给出在模型方差–协方差矩阵已知的情况下，第 i 个个体在第T s+ 时期的最优线性无偏预测

值为 

( )T T 1
, ,

ˆ ˆˆi T s i T sy x β −
+ += + −ω Ω y Xβ                               (26) 

式中， β̂为β的 GLS 估计量， ( )T T
, , ,i T S i i T sCov u+ += + +ω x b Zb u 为未来第T s+ 期干扰项与样本干扰项间

的协方差， ( )ˆ−y Xβ 为相应的 GLS 残差，上式中的最后一项 ( )T 1 ˆ− −ω Ω y Xβ 称为 Goldberger 最优线性无

偏预测项。 
本节运用文献[3]中的结论，针对 AR(p)误差下随机系数面板数据模型的最优线性无偏预测量进行推导。 
下面计算此时模型的 Goldberger 最优线性无偏预测项 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )
( ) ( ) ( )

T 1 T 1
, ,

TT 1
, ,

T T T T 1
, ,

ˆ ˆ,

ˆ

ˆ

i T s i i T s

i T s i i T s

i T s i i T s

Cov u

E u

E E u

− −
+ +

−
+ +

−
+ +

− = + + −

= + + −

 = + − 

ω Ω y Xβ x b Zb u Ω y Xβ

x b Zb u Ω y Xβ

x b b Z u Ω y Xβ
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( ) ( ) ( ) ( )T T T 1 T 1
, ,

1 2

ˆ ˆ
i T s i i T sE E u

A A

− −
+ += − + −

= +

x b b Z Ω y Xβ u Ω y Xβ
       (27) 

上式中第三个等式是由于 itx 与 itu 之间相互独立。 
首先计算上式中的第一项 1A ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )T T T 1 T T T 1
1 , ,

ˆ ˆ
i T s i i T s iA E E− −

+ += − = −x b b Z Ω y Xβ x b b Z Ω y Xβ               (28) 

对式中 ( )T
iE b b 有 

( ) ( )
( )
( ) ( )

T T T T
1

T T T
1

T

i i i N

i i i i N

i

E E

E E E

E

 =  

=

=

b b b b b b

b b b b b b

0 Σ 0 b b

 

 

 

                        (29) 

上式中第三个等式由 ( ). . . ,i i i db 0 Σ 可得，把(39)代回(38)得 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

T T 1
1 ,

T
1

T
T 12
,

T

T T 1
,

T T T 1
,

T
,

ˆ0 0

ˆ0 0

ˆ0 0

ˆ

ˆ

i T s

i T s

N

i T s i

i T s i i

i T s i

A −
+

−
+

−
+

−
+

+

= −

 
 
 = − 
  
 

= −

= ⊗ −

=

x Σ Z Ω y Xβ

X
X

x Σ Ω y Xβ

X

x ΣX Ω y Xβ

x l ΣX Ω y Xβ

x b

 

 



                   (30) 

上式中第五个等式是根据式(10)， T
il 为单位矩阵 NI 的第 i 行。 

下面计算(27)式的第二项 2A  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

T 1
2 ,

T T T 1
, 1

T T T 1
, 1 , ,

ˆ

ˆ

ˆ

i T s

i T s i N

i T s i T s i i T s N

A E u

E u

Eu Eu Eu

−
+

−
+

−
+ + +

= −

 = − 

= −

u Ω y Xβ

u u u Ω y Xβ

u u u Ω y Xβ

 

 

                 (31) 

由 itu 服从 AR(p)过程有 

( ) ( )( )
( )

T
,T

,
0

i T s i
i T s j

E u u i j
E u u

i j
+

+

 == 
≠

                              (32) 

将(32)代入(31)得 

( ) ( ) ( ) ( )T 1 T T 1
2 , ,

ˆ ˆ
i T s i i i T s iA Eu Eu− −

+ +
 = − = ⊗ − 0 u 0 Ω y Xβ l u Ω y Xβ           (33) 

其中 T
il 为单位矩阵 NI 的第 i 行，对上式中 T

,i T s iEu + u 有 

( )
( )
( ) ( ) ( )

T
,

T
1 , 1 2 , 2 , ,

T T T
1 , 1 2 , 2 ,

i T s i

i T s i T s p i T s p i T s i

i T s i i T s i p i T s p i

E u

E u u u e

E u E u E u

φ φ φ

φ φ φ

+

+ − + − + − +

+ − + − + −

 = + + + + 

= + + +

u

u

u u u
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 , 1 1 2 , 2 1 , 1

1 , 1 1 , 1 2 , 2 1 , 2 , 1 ,

1 , 1 1 , 1 1 , 1

i T s i iT i T s i iT p i T s p i iT

i T s i i T s iT i T s i i T s iT p i T s p i i T s p iT

i T s i p i T s p i i T s

E u u u E u u u E u u u

Eu u Eu u Eu u Eu u Eu u Eu u

Eu u Eu u Eu

φ φ φ

φ φ φ

φ φ φ

+ − + − + −

+ − + − + − + − + − + −

+ − + − + −

    = + + +     

= + + +

= + +

   

   

( )2 , 2 1 , 1 ,i p i T s p i i T s iT p i T s p iTu Eu u Eu u Eu uφ φ φ+ − + − + −+ + + +  

(34) 

上式中第三个等式是由于 ite 与 itu 相互独立 
令 

( )

1

0 0 1

, 1

2
1 1 2 1

2
1 2

, 1 1 , 1 2 , 1

0 1 1

1 2 0

2

i

iT i iT

i T s

i i i i iT

iT i iT i iT

i T s i i T s i i T s iT

T

T

T s T

u

uE u u

u

Eu Eu u Eu u

Eu u Eu u Eu

Eu u Eu u Eu u

γ

γ γ γ

γ γ γ

γ γ

+ −

+ − + − + −

−

−

+ −

  
  
  
  =   
  
      

 
 
 
 =  
 
  
 

=

Γ








  



  





  



  

3 1s sγ+ − −

 
 
 
 
 
 
 
 

                      (35) 

把(35)代入(34)可得 

( )T
, 1 2 1 0 00 0i T s i p pEu φ φ φ φ γ+ −=u Γ                        (36) 

又由 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( )

T 1

1 T 1

T 1

T T 1

1

ˆ ˆˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

Cov

Cov

Cov

Cov Cov Cov

Cov

−

− −

−

−

−

= − −

= − − −

= − − −

 = − − 

 = + − − 

= −

u y Xβ Zb

y Xβ Z b Z Ω y Xβ

ΩΩ y Xβ Z b Z Ω y Xβ

Ω Z b Z Ω y Xβ

Z b Z u Z b Z Ω y Xβ

u Ω y Xβ

                   (37) 

可得 

( ) ( ) ( ) ( )111 2 1
2

1ˆ ˆ ˆ ˆu N N
u

Cov σ
σ

−−− − − = = ⊗ = ⊗    Ω y Xβ u u I Γ u I Γ u                 (38) 

将(36) (38)代入(33)可得 
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( ) ( )

( )( ) ( )

( )( )

( )( )
( )

T T 1
,

T
1 2 2 0 0 2

1

1

1 2 2 0

1

1
1 2 2 0

1
1 2 2 0

2

1

ˆ

1 ˆ0 0

ˆ0 0

ˆ0 0

ˆ0 0

i i T s i

i p p
u

p p

p p

p p i

N

A Eu

φ φ φ φ γ
σ

φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ

−
+

−

−

−

−

−

−
−

−
−

−

= ⊗ −

= ⊗

=

=

=

  

  ⊗ 

 
 
     
 
 

  

l u Ω y Xβ

l Γ u

Γ

Γ
0 Γ 0 u

Γ

0 Γ Γ 0 u

Γ Γ u

I Γ 

   



   

 

         (39) 

上式中第三个等式由 2
0 uγ σ= 可得。 

综上，将(30) (39)代入(27)可得此时模型的 Goldberger 最优线性无偏预测项为 

( ) ( )T 1 T 1
, 2 1 0

ˆ ˆ ˆ0 0i T s i p iφ φ φ− −
+− = +ω Ω y Xβ x b Γ Γ u                   (40) 

即此时模型的最优线性无偏预测量为 

( )T T 1
, , , 2 1 0

ˆ ˆˆ ˆ0 0i T s i T s i T s i p iy φ φ φ −
+ + += + +x β x b Γ Γ u                    (41) 

特别地，当 1s = 时，有 0 =Γ Γ，则此时模型的最优线性无偏预测为 

( )T T
, 1 , 1 , 1 2 1

ˆ ˆˆ ˆ0 0i T i T i T i p iy φ φ φ+ + += + +x β x b u                       (42) 

下面给出模型中包含的几类特殊面板数据模型的 Goldberger 最优线性无偏预测项及最优线性无偏预

测表达式 
(1) 当 1p = 时，模型转化为剩余干扰项服从 AR(1)过程的随机系数面板数据模型，为本文所研究的

AR(p)误差下随机系数面板数据模型的特殊情况，此时模型的方差–协方差矩阵为 

( ) ( )T 2
N u Nσ= ⊗ + ⊗Ω Z I Σ Z I Γ ，式中Γ为 AR(1)相关矩阵，则 Goldberger 最优线性无偏预测项为 

( ) ( )T 1 T T
, 1 1 , 1 1ˆˆ ˆ ˆ ˆ0 0 ii T i i T i iTuφ φ−
+ +− = + = +uω Ω y Xβ x b x b                   (43) 

模型的最优线性无偏预测量为 
T T

, 1 , 1 , 1 1
ˆ ˆˆ ˆi T i T i T i iTy uφ+ + += + +x β x b                                  (44) 

(2) 当 1 2 0pφ φ φ= = = = 时，模型为随机系数面板数据模型，此时对模型的方差–协方差矩阵有

( ) T 2
N u NTσ= ⊗ +Ω Z I Σ Z I ，则 Goldberger 最优线性无偏预测项为 

( )T 1 T
, 1

ˆ ˆ
i T i

−
+− =ω Ω y Xβ x b                                   (45) 

模型的最优线性无偏预测量为 
T T

, 1 , 1 , 1
ˆ ˆˆi T i T i T iy + + += +x β x b                                    (46) 

(3) 当 1 21, 0K
it i ix b b≡ = = = 时，模型为剩余干扰项服从 AR(p)过程的面板数据模型，文献[10]中对

该模型的最优线性无偏预测问题进行了研究，此时有随机效应 1
ib 的方差为 2

bσ ，方差–协方差矩阵为

( ) ( )2 2
b N T u Nσ σ= ⊗ + ⊗Ω I J I Γ ，其中Γ为 AR(p)相关矩阵，则 Goldberger 最优线性无偏预测项为 

( ) ( )T 1 1
2 1

ˆˆ ˆ0 0i p ib φ φ φ− − = +ω Ω y Xβ u                        (47) 

模型的最优线性无偏预测量为 
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( )T 1
, 1 , 1 2 1

ˆˆˆ ˆ0 0i T i T i p iy b φ φ φ+ += + +x β u                     (48) 

(4) 当 1 21, 0, 1K
it i ix b b p≡ = = = = 时，模型为具有 AR(1)序列相关误差项的面板数据模型，为(3)中模

型的特殊情况，此时模型的方差–协方差矩阵为 ( ) ( )2 2
b N T u Nσ σ= ⊗ + ⊗Ω I J I Γ ，式中Γ为 AR(1)相关矩

阵，则 Goldberger 最优线性无偏预测项为 

( ) ( )T 1 1
1 1

ˆˆ ˆ ˆ0 0 i i iTb uφ φ− − = = +ω Ω y Xβ u                      (49) 

模型的最优线性无偏预测量为 
T 1

, 1 , 1 1
ˆˆˆ ˆi T i T i iTy b uφ+ += + +x β                               (50) 

(5) 当 1 2
1 21, 0, 0K

it i i px b b φ φ φ≡ = = = = = = =  时，模型转化为最熟悉的面板数据模型，此时有

( )2 2
b N T u NTσ σ= ⊗ +Ω I J I ，Goldberger 最优线性无偏预测项为 0，则模型的最优线性无偏预测量为 

T 1
, 1 , 1

ˆˆˆi T i T iy b+ += +x β                                  (51) 

5. 数值模拟 

本节运用 Monte Carlo 模拟，针对本文中所提出的 AR(p)误差下随机系数面板数据模型最优线性无偏

预测量的有效性进行检验。考虑如下模型： 
, 1, 2, , ;  1, 2, , , ,it i it i ity x u i N t T T sα µ β= + + + = = +                     (52) 

模型设定是为了保证当实验中随机系数项方差取 0 时，模型中仍存在个体效应项，模型仍为面板数

据模型，此时即为上文中 1 21, 0K
it i ix b b≡ = = = 的特殊情况，数据生成过程如下： 

(1) 截距项 5α = ； 
(2) 个体效应项 ( )2. . . 0,i n i d µµ σ ，其中 2 15µσ = ； 
(3) 自变量 itx 的生成过程设定为 , 10.1 0.5it i t itx t x w−= + + ，其中 ( )~ 0.5,0.5itw U − ，且有 0 05 10i ix w= + ； 
(4) i ibβ β= + ，系数 0.5β = ，随机系数 ( )2. . . 0,i bb n i d σ ，其中 2 5bσ = ； 
(5) 干扰项 ( )ARitu p ，其中 1,2p = ，即当 ( )AR 1itu  时， 1 , 1it i t itu u eφ −= + ，其中 1 0.8φ = − ，当 

( )AR 2itu  时， 1 , 1 2 , 2it i t i t itu u u eφ φ− −= + + ，其中 1 0.2φ = ， 2 0.6φ = ，且设定 2 15uσ = ； 
(6) 取样本量 ( ) ( ), 50,10N T = ，预测 1s = 期，每次设定模拟重复次数 500R = ，记 , 1ˆi Ty + 和 , 1i Ty + 分别

为第 i 个个体在第 1T + 期的预测值和真实值，选取指标 RMSE (均方根误差)和 MAE (平均绝对误差)来评

估预测量的准确性，指标定义如下： 

( )2
, ,

1 1

1 1 ˆRMSE
R N

i T s i T s
r i

y y
R N + +

= =

= −∑ ∑                          (53) 

, ,
1 1

1 ˆMAE
R N

i T s i T s
r i

y y
RN + +

= =

= −∑∑                             (54) 

(7) 我们将本文所提的方法与其它 6 类预测进行对比，具体形式见表 1。 
具体包括分别考虑 OLS 预测量、忽略了随机效应和序列相关的预测量，仅忽略随机效应的预测量，

仅忽略序列相关性的预测量，及本文中提出的最优线性无偏预测量。 
数值模拟结果见表 2、表 3，从结果中我们发现 
(1) 忽略随机效应和序列相关的 OLS 预测量，在 RMSE 和 MAE 方面均表现最差； 
(2) 对于 AR(1)模型，对比预测量 2、3 和预测量 5、6 可知，考虑了序列相关性的预测量 3、6 表现

较好，对比预测量 2、5 和预测量 3、6 可知，考虑了随机效应的预测量 5、6 表现较好，且在 MLE 和 REML
估计下，预测量 6 均表现最佳； 
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Table 1. The prediction in the random coefficient panel data model with AR(p) serially correlated error 
components 
表 1. AR(p)误差下随机系数面板数据模型模拟参与对比的预测量 

预测量 具体形式 

第 1 类 
OLS 

T
, 1 , 1

ˆˆˆi T OLS i T OLSy xα β+ += +  

其中 ( ) 1T TˆOLS NT NT NTα
−

= τ τ τ y ， ( ) 1T Tˆ
OLSβ

−
= X X X y  

第 2 类 

( )
( )

2

1

1 2

0
AR 1 : 0

AR 2 : 0

bσ
φ

φ φ

=

=

= =

 

T
, 1 , 1

ˆˆˆ ˆi T i i Ty xα µ β+ += + +  

其中 ( ) 1T 1 T 1ˆ NT NT NTα
−− −= τ Ω τ τ Ω y  

( ) 1T 1 T 1β̂
−− −= X Ω X X Ω y  

( ) ( )2 T T 1 ˆ ˆˆi i T NTµµ σ β α−= ⊗ − −l τ Ω y X τ  

( )2
N Tµσ= ⊗Ω I J  

第 3 类 

( )

2

2

0
AR 2 : 0

bσ
φ

=

=
 

T
, 1 , 1 1

ˆ ˆˆˆ ˆ ˆi T i i T iTy x uα µ β φ+ += + + +  

其中 ( ) 1T 1 T 1ˆ NT NT NTα
−− −= τ Ω τ τ Ω y  

( ) 1T 1 T 1β̂
−− −= X Ω X X Ω y  

( ) ( )2 T T 1 ˆ ˆˆi i T NTµµ σ β α−= ⊗ − −l τ Ω y X τ  

( ) [ ]2 2
1N T u Nµσ σ= ⊗ + ⊗Ω I J I Γ ，式中 1Γ 为 AR(1)相关系数矩阵 

第 4 类 
2 0bσ =  

T
, 1 , 1 1 2 , 1

ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆi T i i T iT i Ty x u uα µ β φ φ+ + −= + + + +  

其中 ( ) 1T 1 T 1ˆ NT NT NTα
−− −= τ Ω τ τ Ω y  

( ) 1T 1 T 1β̂
−− −= X Ω X X Ω y  

( ) ( )2 T T 1 ˆ ˆˆi i T NTµµ σ β α−= ⊗ − −l τ Ω y X τ  

( ) [ ]2 2
2N T u Nµσ σ= ⊗ + ⊗Ω I J I Γ ，式中 2Γ 为 AR(2)相关系数矩阵 

第 5 类 
( )
( )

1

1 2

AR 1 : 0

AR 2 : 0

φ

φ φ

=

= =  

T T
, 1 , 1 , 1

ˆˆˆˆ ˆi T i i T i T iy x x bα µ β+ + += + + +  

其中 ( ) 1T 1 T 1ˆ NT NT NTα
−− −= τ Ω τ τ Ω y  

( ) 1T 1 T 1β̂
−− −= X Ω X X Ω y  

( ) ( )2 T T 1 ˆ ˆˆi i T NTµµ σ β α−= ⊗ − −l τ Ω y X τ  

( ) ( )2 T T 1ˆ ˆ ˆi b i i NTb σ β α−= ⊗ − −l X Ω y X τ  

( )2 2 T+N T bµσ σ= ⊗Ω I J ZZ  

第 6 类 
( ) 2AR 2 : 0φ =  

T T
, 1 , 1 , 1 1

ˆˆ ˆˆˆ ˆ ˆi T i i T i T i iTy x x b uα µ β φ+ + += + + + +  

其中 ( ) 1T 1 T 1ˆ NT NT NTα
−− −= τ Ω τ τ Ω y  

( ) 1T 1 T 1β̂
−− −= X Ω X X Ω y  

( ) ( )2 T T 1 ˆ ˆˆi i T NTµµ σ β α−= ⊗ − −l τ Ω y X τ  

( ) ( )2 T T 1ˆ ˆ ˆi b i i NTb σ β α−= ⊗ − −l X Ω y X τ  

( ) [ ]2 2 T 2
1+N T b u Nµσ σ σ= ⊗ + ⊗Ω I J ZZ I Γ ，式中 1Γ 为 AR(1)相关系数矩阵 
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Continued 

第 7 类 
本文所提方法 

T T
, 1 , 1 , 1 1 2 , 1

ˆˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ ˆi T i i T i T i iT i Ty x x b u uα µ β φ φ+ + + −= + + + + +  

其中 ( ) 1T 1 T 1ˆ NT NT NTα
−− −= τ Ω τ τ Ω y  

( ) 1T 1 T 1β̂
−− −= X Ω X X Ω y

 
( ) ( )2 T T 1 ˆ ˆˆi i T NTµµ σ β α−= ⊗ − −l τ Ω y X τ  

( ) ( )2 T T 1ˆ ˆ ˆi b i i NTb σ β α−= ⊗ − −l X Ω y X τ  

( ) [ ]2 2 T 2
2+N T b u Nµσ σ σ= ⊗ + ⊗Ω I J ZZ I Γ ，式中 2Γ 为 AR(2)相关系数矩阵 

 
Table 2. The results for the MLE 
表 2. 极大似然估计(MLE)实验结果 

 实际模型 1 2 3 4 5 6 7 

RMSE 
AR(1) 9.2330 4.3094 3.6076 — 4.0320 2.5286 — 

AR(2) 9.3439 3.7316 3.6573 3.0286 3.2454 3.2165 2.8790 

MAE 
AR(1) 7.5358 3.4454 2.7949 — 3.2263 2.0181 — 

AR(2) 7.6113 2.9617 2.9261 2.4024 2.5946 2.5701 2.3100 

 
Table 3. The results for the REML 
表 3. 限制极大似然估计(REML)实验结果 

 实际模型 1 2 3 4 5 6 7 

RMSE 
AR(1) 9.2330 4.3050 3.6346 — 4.0224 2.5092 — 

AR(2) 9.3477 3.7457 3.6470 3.0107 3.2876 3.1810 2.8541 

MAE 
AR(1) 7.5358 3.4417 2.8020 — 3.2104 2.0059 — 

AR(2) 7.6427 2.9706 2.8951 2.4033 2.6496 2.5625 2.2840 

 
(3) 对于 AR(2)模型，对比预测量 2、3、4 和预测量 5、6、7 可知，考虑了序列相关性的预测量表现

较好，对比预测量 2、5 和预测量 3、6 及预测量 4、7 可知，考虑了随机效应的预测量 5、6、7 表现较好，

对比预测量 3、4 和预测量 6、7 可知，考虑了二阶序列相关的预测量 4、7 表现较好，且在 MLE 和 REML
估计下，预测量 7 均表现最佳； 

(4) 本文所提出的预测量 6、7 具有较小的 RMSE 和 MAE，表明预测精确度较高。 

6. 总结 

本文在已有误差序列相关面板数据模型的预测研究基础上，将模型拓展至 AR(p)序列相关的随机系

数面板数据模型。分别运用极大似然估计方法和限制极大似然估计方法，获得模型中参数的估计，结合

最优线性无偏预测理论，得到此时模型的最优线性无偏预测表达式。 
在模拟实验中，以剩余干扰项服从 AR(1)过程和 AR(2)过程的情况为例，综合预测结果的 RMSE 和

MAE 作为评判指标，对比分析多种预测量的预测效果，实验结果表明，本文所提出的最优线性无偏预测

量具有较高的预测精度。 
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