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摘  要 

本文借助于 Orlicz 空间的相关理论与工具，在分层 Lie 群  中考虑了由 Lipschitz 函数和

Hardy-Littlewood极大算子生成的交换子 bM 和 [ ],b M 的有界性。 
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Abstract 

In this paper, the authors consider the boundedness of commutators bM  and [ ],b M  generated 
by Lipschitz function and Hardy-Littlewood maximal operator on stratified Lie groups   with 
the help of relevant theories and tools of Orlicz space. 
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1. 引言 

交换子估计在调和分析和偏微分方程的许多应用中起着重要的作用，见[1] [2] [3] [4]。设 T 为经典奇

异积分，由 T 生成的交换子 [ ],b T 可定义为 

[ ]( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ),b T f x b x T f x T bf x= − .                          (1) 

1976 年，Coifman，Rochberg 和 Weiss [1]给出了 BMO 空间的一种等价刻画，证明了当 ( )BMO nb∈ 

时，交换子 [ ],b T 的 ( )p nL   1 p< < ∞有界性。1978 年，Janson [5]利用交换子 [ ],b T 对 Lipschitz 空间

( )n
βΛ  进行了一些描述，证明了 ( )nb β∈Λ  的充要条件是交换子 [ ],b T 从 ( )p nL  到 ( )q nL  有界，其中

0 1β< < ，1 np
β

< < ，
1 1
p q n

β
− =  (同见[6])。 

设 ( )1
locf L∈  ，定义极大算子 M 为 

( )( ) ( )1sup d
BB x

M f x f y y
B

= ∫


， 

其中上确界取遍中包含 x 的所有球 B。 B 表示球 B 的 Haar 测度。 
对于局部可积函数 b，定义 M 和 b 生成的交换子 bM 为 

( )( ) ( ) ( ) ( )1sup db BB x
M f x b x b y f y y

B
= −∫


， 

其中上确界取遍中包含 x 的所有球 B。令 b 属于适当的函数，定义 M 和 b 生成的交换子 [ ],b M 为 

[ ]( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ), )b M f x b x M f x M bf x= − . 

不难注意到交换子 bM 和 [ ],b M 有本质的不同，其中 bM 是正次线性的，而 [ ],b M 既不是正的也不是

次线性的。 
交换子 bM 和 [ ],b M 已经被许多学者研究过，例如见[7] [8] [9] [10] [11]等。2000 年 Bastero [8]等人证

明了 Hardy-Littlewood 极大算子的交换子 [ ],b M 的 pL 有界性。2017 年张[10]通过 Hardy-Littlewood 极大交

换子 bM 在 Lebesgue 空间和 Morrey 空间中的有界性刻画了 Lipschitz 函数空间；同时借助极大算子的交换

子 [ ],b M 在 Lebesgue 空间和 Morrey 空间中的有界性，刻画了当 0b ≥ 时的 Lipschitz 空间。 
受[10]的启发，本文在分层 Lie 群中考虑 Orlicz 空间中一些类似的结果，研究当 ( )b β∈Λ  时，交换

子 bM 和 [ ],b M 的有界性。 
在本文中，对任意的 x∈，和所有的 0r > ，令 ( ),B x r 是以 x 为中心 r 为半径的球，记 ( ),B B x r= ，

( ),B B x rλ λ= 。字母 C 表示一个与主要参数无关的正常数，但在不同的位置可以不同。用 A B 表示

A CB≤ ；若 A B 且 B A ，则记为 A B≈ ，表示 A 与 B 等价。 

2. 预备知识 

下面介绍分层 Lie 群的相关记号和概念，更详细的信息参见[4] [12] [13]。 
设是一个有限维，连通且单连通 Lie 群，是它的李代数。如果 ,X Y ∈，那么它们的李括号积
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[ ],X Y XY YX= − ∈将被称为一阶换位运算。令是有限维分层幂零 Lie 代数，即存在向量空间分解的

直和 

1 mV V= ⊕ ⊕ ，                                    (2) 

其中 ( )2jV j m≤ ≤ 中的每个元素都是 1V 元素的 ( )1j − 阶 Lie 积。同样的(2)式是一个分层，当 i j m+ ≤ 时，

,i j i jV V V +  =  ；否则， , 0i jV V  = 。设 { }1, , nX X X=  是 1V 的基， jV 中的 ijX 是由长度为 j 的换位运算组

成的，1 ji k≤ ≤ 。令 1 , 1, ,i iX X i n= =  且 1k n= ，则称 1iX 是长度为 1 的 Lie 积。如果 1, , nX X 是 1V 的基，

那么假设 1, 1, ,jX j n= =  。 

若 是与相关的单连通 Lie 群，则指数映射是一个从到 的整体微分同胚。因此对于每个

g ∈，有 ( ) N
ijx x= ∈ ，1 ji k≤ ≤ ，1 j m≤ ≤ ，

1

m

j
j

N k
=

= ∑ ，使得 ( )exp ij ijg x X= ∑ 。在 上的齐次范

数函数 ⋅ 可由定义得 ( ) ( )1 2 !2 ! mm j
ijg x

⋅⋅
= ∑ ，而

1

m

j
j

Q jk
=

= ∑ 是上的齐次维数，因此 ( ) , 0Q
rd x r dx rδ = > 。

rδ 在上的扩张被定义为 

( ) ( ) ( )exp , expj
r ij ij ij ijg r x X g x Xδ = =∑ ∑ . 

由于是幂零的，指数映射是到的微分同构，它将上的 Lebesgue 测度取为上的双不变

Haar 测度 dx。将群的恒等式称为原点，用 e 表示。 
群上的齐次范数是一个从到 [ )0,∞ 的连续函数 ( )x xρ→ ，它在 { }\ 0 上是C∞ ，满足 

( ) ( )
( ) ( )
( )

1

, 0

0
t

x x

x t x x t

e

ρ ρ

ρ δ ρ

ρ

− =
 = ∀ ∈ >
 =

 . 

在[13]中表明，上至少存在一个齐次范数，而上的任意两个齐次范数都是等价的。由此确定了

上的齐次范数，它满足三角不等式：对 ,x y∀ ∈，存在一个常数 0 1c ≥ ，使得 ( ) ( ) ( )( )0xy c x yρ ρ ρ≤ +

(见 [14])。利用这个范数定义了以 x 为中心， r 为半径的球为 ( ) ( ){ }1, :B x r y y x rρ −= ∈ < ，用

( ) ( ){ }, :rB B e r y y rρ= = ∈ < 表示以的恒等元素 e 为中心，r 为半径的开球， ( ) ( ), \ ,B x r B x r=  表

示球 ( ),B x r 的补。易知存在 ( )1 1c c=  ，使得 

( ) 1, , 0QB x r c r x r= ∈ > . 

因此满足体积加倍条件，即存在一个常数 C，对任意的 x∈和 0r > ，有 

( ) ( ), 2 ,B x r C B x r≤ . 

分层 Lie 群中最基本的偏微分算子是与 X 相关的拉普拉斯算子 2

1

n

i
i

X
=

= ∑ 给出的上的二阶偏微分

算子。 
为了说明结果，给出如下一些定义。 
定义 2.1 [15] 若函数 [ ) [ ): 0, 0,Φ ∞ → ∞ 是凸的，左连续的，且满足 ( ) ( )

0
lim 0 0
r

r
→+

Φ = Φ = 和

( )lim
x

r
→∞

Φ = ∞，则称函数Φ 为 Young 函数。 

用表示 Young 函数集，即 
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( )0 , 0r r< Φ < ∞ < < ∞ . 

对于 Young 函数Φ 和 0 s≤ ≤ ∞，设 ( ) ( ){ }1 inf 0 :s r r s−Φ = ≥ Φ > ，如果Φ∈，那么 1−Φ 是Φ 的反

函数。 
已知 

( ) ( )1 1 2 0r r r r r−− Φ≤ Φ ≤ ≥ ，                              (3) 

其中 ( )rΦ 被定义为 

( ) ( ) [ ){ } [ )sup : 0, , 0,

,

rs s s r
r

r

 −Φ ∈ ∞ ∈ ∞Φ = 
∞ = ∞

 . 

对任意的 0r ≥ ，存在常数 1C > ，使得 

( ) ( )1
2

r Cr
C

Φ ≤ Φ  

成立，则称 Young 函数Φ 满足 2∇ -条件，用 2Φ∈∇ 表示。 
根据文[16]下面给出 Lie 群上的 Orlicz 空间和弱 Orlicz 空间的定义。 
定义 2.2 对于 Young 函数Φ ，集合 

( ) ( ) ( )( ){ }loc
1 : d , 0L f L k f x x kΦ = ∈ Φ < ∞ >∫  ， 

和 

( ) ( ) ( ) ( ){ }l
0

oc
1 : sup , , 0

t
WL f L t m t kf kΦ

>
= ∈ Φ < ∞ >  . 

被称为 Lie 群上的 Orlicz 空间和弱 Orlicz 空间。对于所有的球 B ⊂ ，使得 ( )Bf Lχ Φ∈  成立，则

称空间 ( )locLΦ  为所有函数 f 的集合。 

Orlicz 空间 ( )LΦ  是 Banach 空间，范数为 

( )
( )

d 1inf 0 :Lf x
f x

λ
λ

Φ

   = > Φ      
≤∫ 

， 

( ) ( )
0

inf 0 : sup , 1WL
t

ff t m tλ
λ

Φ
>

  = > Φ ≤  
   . 

如果 ( ) ,1pr r pΦ = ≤ < ∞ ，则 ( ) ( )pL LΦ =  。如果 ( ) 0,0 1r rΦ = ≤ ≤ ，且 ( ) , 1r rΦ = ∞ > ，则

( ) ( )L LΦ ∞=  。 

文中所需要的最主要的例子是 ( ) ( )1 logt t t+Φ = + ，并且由 ( ) expt tΦ ≈ 给出 Young 函数的补。 

定义 2.3 [17]设 0 1β< < ，令 b 属于 ( )βΛ  空间，用 ( )b β∈Λ  表示，若存在一个常数 0C > ，对任

意的 ,x y∈，有 

( ) ( ) ( ),b x b y C x y βρ− ≤ ， 

则最小的这个常数 C 称为 b 的 βΛ 范数，用 b
βΛ
表示。 

为了证明定理 3.1 和定理 3.2，需要以下引理。 

https://doi.org/10.12677/pm.2022.121011
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引理 2.1 [18]设Ω ⊂ 是一个可测集合，函数 f 和 g 在Ω 上可测，对于 Young 函数Φ 及其补函数Φ ，

以下不等式成立 

( ) ( ) ( ) ( )d 2 L Lf x g x x f gΦ ΦΩ ΩΩ
≤∫  . 

引理 2.2 设Φ 是 Young 函数，D 是中具有有限 Haar 测度的集合，有 

( ) ( ) ( )11

1
D DL WL D

χ χΦ Φ −−
= =

Φ
  . 

证明 已知 D 是中具有有限 Haar 测度的集合，因此有 

( )

( )

( )

( )

11

11

11

1inf 0 : d 1

1inf 0 :

1inf 0 :

1

D L D
x

D

D

D

χ λ
λ

λ
λ

λ λ

Φ

−−

−−

−−

  = > Φ ≤  
  

 = > ≤ Φ 
 
 
 = > ≥ 

Φ  

=
Φ

∫

， 

( ) ( ){ }

( ){ }

( )

( )

0

0 1

1

11

11

inf 0 : sup : 1

inf 0 : sup : 1

1inf 0 :

1inf 0 :

1

D DWL
t

D
t

t x x t

t x x t

D

D

D

χ λ χ
λ

λ χ
λ

λ
λ

λ λ

Φ
>

< <

−

−−

−−

  = > Φ ∈ > ≤  
  

  = > Φ ∈ > ≤  
  

  = > Φ ≤  
  

 
 = > ≥ 

Φ  

=
Φ

 



. 

由引理 2.1，引理 2.2 和(3)式，可以得到以下估计。 
引理 2.3 设Φ 是 Young 函数，对任意的球 B，有 

( ) ( ) ( )
11d 2 L BB

f y y B B f Φ
−−≤ Φ∫  

成立。 
引理 2.4 [19]设Φ 是一个 Young 函数， 
1) 算子 M 从 ( )LΦ  到 ( )WLΦ  有界，即 

( ) ( )0WL LMf C fΦ Φ≤  ， 

其中常数 0C 与 f 无关。 
2) 算子 M 在 ( )LΦ  上有界，即存在不依赖于 f 的常数 0C ，使得 
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( ) ( )0L LMf C fΦ Φ≤   

成立，当且仅当 2Φ∈∇ 。 

3. 定理及其证明 

定理 3.1 令 0 1β< < ，且 ( )o
1
l cb L∈  ，若 ,Φ Ψ 是 Young 函数且 2Φ∈ ∩∇ ，对所有的 0r > ，存在

不依赖于 r 的 0C > ，使得 

( ) ( )1 1Q Qr r C rβ − − − −Φ ≤ Ψ ，                               (4) 

则当 ( )b β∈Λ  时，有 bM 从 ( )LΦ  到 ( )LΨ  有界。 

证明 由 ( )b β∈Λ  ，可得 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

sup d

sup d

b BB x

Q
BB x

M f x B b x b y f y y

C b B f y y

C b M f x
β

β

β

β

−

− +

Λ

Λ

= −

≤

=

∫

∫










.                        (5) 

下面证明 M β 从 ( )LΦ  到 ( )LΨ  有界。对任意的 x∈ ，和所有的 0r > ，设 ( ),B B x r= 。令

1 2f f f= + ，其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
0 0

1 2 2 02
, , 1c B c B

f y f y y f y f y y cχ χ= = ≥ ，则有 

( ) ( ) ( )1 2M f x M f x M f xβ β β≤ + . 

设 y 为 B 中任意一点，若 ( ) ( )( )0, , 2B y t B x c r∩ ≠ ∅ ，则 t r> 。事实上，若 ( ) ( )( )0, , 2z B y t B x c r∈ ∩ ，

则 

( ) ( ) ( )1 1 1

0

1 2t y z x z x y r r r
c

ρ ρ ρ− − −> ≥ − > − = . 

另一方面， ( ) ( )( ) ( )0 0, , 2 , 2B y t B x c r B x c t∩ ⊂ 。实际上，若 ( ) ( )( )0, , 2z B y t B x c r∈ ∩ ，则 

( ) ( ) ( )1 1 1
0 0 0 0 02x z c y z c x y c t c r c tρ ρ ρ− − −≤ + < + < . 

于是，由引理 2.3 可得 

( )
( )

( )
( )

( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( ) ( )( )

0

0

0

2 , 210

,21
0

,12
0

11

1sup d
,

1sup d
,2

1sup d
,2

sup ,

B y t c Bt Q

B x c tt r Q

B x tt c r Q

L
r t

M f y f z z z
B y t

C f z z
B x c t

C f z z
B x c t

C f t B x t

β β

β

β

β

χ

Φ

−>

−>

−>

−−

< <∞

=

≤

=

≤ Φ

∫

∫

∫





.                     (6) 

由 Hedberg’s 的技巧(见[20])和(6)式，可得 

( ) ( ) ( ) ( )1sup Q
L

r t
M f y C r Mf y f t tβ β

β Φ
− −

< <∞

 ≤ + Φ 
  . 
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因此由(4)式得 

( ) ( )
( )
( ) ( )

1
1

1

Q
Q

LQ

r
M f x C Mf x f r

rβ Φ

− −
− −

− −

 Ψ
 ≤ + Ψ
 Φ 

. 

取 0r > ，令 ( ) ( )
( )

1

0

Q

L

Mf x
r

C f Φ

− −Φ =


，其中 0C 与引理 2.4 中一致，则有 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

1
1

0

1

0

Q
L

Q

L

Mf x
C fr

Mf xr
C f

Φ

Φ

−

− −

− −

 
 Ψ Φ
 Ψ  =

Φ







， 

可得 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
1

0
L

L

Mf x
M f x C f

C fβ Φ

Φ

−
 
 ≤ Ψ Φ
 
 




. 

由于 2Φ∈∇ ，根据引理 2.4(2)有 

( )

( )

( )
( )

( )
( )1 0

d d d 1
B B

L L L

M f x Mf x Mf x
x x x

C f C f Mf
β

Φ Φ Φ

     
     Ψ ≤ Φ ≤ Φ ≤
     
     

∫∫ ∫ 
  

， 

即 

( ) ( )LL B
M f C fβ ΦΨ ≤                                    (7) 

在(7)式中取遍 B 的上确界可得 

( ) ( )LL
M f C fβ ΦΨ ≤ 

.                                 (8) 

从而 M β 从 ( )LΦ  到 ( )LΨ  有界。故结合(5)式和(8)式定理得证。 

定理 3.2 令 0 1β< < ，且 ( )o
1
l cb L∈  ，若Φ 和Ψ是 Young 函数且 2Φ∈ ∩∇ ，对所有的 0r > ，存

在不依赖于 r 的 0C > ，使得 

( ) ( )1 1Q Qr r rβ− − − −Ψ ≈ Φ ， 

则当 ( )b β∈Λ  且 0b ≥ 时，有 [ ],b M 从 ( )LΦ  到 ( )LΨ  有界。 

证明 设 b 是非负局部可积函数，对任意的 x∈，由[10]中定理 1.4 的证明思想，可得点态估计 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( )

,

1 1sup d sup d

1sup d

B BB x B x

BB x

b

b M f x b x Mf x M bf x

b x f y y b y f y y
B B

b x b y f y y
B

M f x

=

−

=

−

= −

≤

∫ ∫

∫

 



.                 (9) 

又因为 ( ) ( )1 1Q Qr r rβ− − − −Ψ ≈ Φ ，所以 ( ) ( )1 1Q Qr r C rβ − − − −Φ ≤ Ψ ，且 Young 函数Φ 和Ψ ，又满足
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2Φ∈ ∩∇ ，则对任意 ( )o
1
l cf L∈  ，由定理 3.1 和(9)式可得当 ( )b β∈Λ  时，[ ],b M 从 ( )LΦ  到 ( )LΨ  有

界。 
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