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Abstract: In this paper, we consider a double type-insurance risk model with negative risk sums. Correlation 
may exist among the two “claims” number process. We derive the integro-differential equation and the ex-
plicit expression for the ruin probabilities. We also compare the ruin probabilities of this risk model with clas-
sical negative risk sums model and give the numerical illustration. The results obtained generalize the classi-
cal negative risk sums model. 
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摘  要：本文研究了一类“理赔”计数过程相关的二元负风险和模型，给出了此模型破产概率所满足

的积分–微分方程及其解析表达式，并将此模型的破产概率和经典负风险模型的破产概率进行了比较，

对具体实例给出了数值比较结果。本文所得结果推广了经典负风险和模型的相应结果。 

关键词：相关；负风险和；破产概率 
 

1. 引言与模型 

风险经营的稳定性分析在风险理论中占有重要的

地位，而破产理论则直接应用于风险经营稳定性分析，

因此破产概率一直是风险理论中十分重要的研究课

题。根据理赔方式，保险业的险种主要分为正风险和

与负风险和两大类。负风险和模型最典型的应用实例

是寿险年金保险和养老保险，在这种风险模型中，保

险公司以常值年金率付给被保险人年金，在被保险人

死亡(即“理赔”发生)时，保险公司从被保险人那里

收到一笔与“期望抚恤金”相当的酬金。设  , , p 

 
1

u ct S t


  

0 0

c

为

一完备概率空间，以下所遇随机变量均为该空间上的

随机变量。经典负风险和模型的盈余过程定义为[1] 

 
 N t

iU t u ct Y   
i

,       (1.1) 

其中 u，c 均为常数， u ， c ；u 表示保险公司 

的初始资金；  表示保险公司付给被保险人的年金

率； , 1, 2,iY i  

Y

为非正独立同分布的随机变量序列，

其共同分布记为 F ，均为 Y ，且 ；Y 表示

第 i 次“理赔额”(负值理赔额)； 是参数为

 0 1YF  i

 N t  的

齐次 Poisson 过程，它表示在 0 t， 内“理赔额”发生

的次数；  U t 表示在时刻 t 保险公司的盈余。在(1.1)

式中，   ; 0N t t  与  , 1,2,iY i   假定是相互独立

的。 

近年来，国内外有很多学者研究了具有相依关系

的二元风险模型的破产概率问题，如 Ambagaspitiya 
[2,3]，Partrat[4]，Yuen、Guo 和 Wu[5]，谢和邹[6-10]等。

上述工作对于破产概率的研究都集中在正风险和模

型，由于风险险种的多样性，对具有相依关系的负风

险和模型的研究也同样重要。本文考虑了“理赔”计

数过程具有相依关系二元负风险和模型，该模型的盈

余过程定义为 *基金项目：江西省教育厅科技项目(GJJ10267)。 
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 1 1u ct S t 

  1 ;N t t 

 
   1 2

1 1

N t N t

i j
i j

U t u ct Y Z
 

      , (1.2) 

其中 ； 服从参数为0c  0  的齐次

poisson 过程， 是一个这样的计数过程：

它 的 点 发 生 时 刻 形成 的 点 过程   为

的一个 稀疏，而在各个点发生时刻

发生的点数是有相同分布 的独立随机

变 量 ， 即 。

与 是两个相互独立的非

正随机变量序列，其分布函数分别为

 ;N t t

 ; 0m t t 


2,

 1,2,n  

Y



p n 

 W n 

2

  ; 0N t t 

kW

 , 1, 2, 

0

, 1,n

k np

, 2,

1

iY i

p

Pr

 , 1iZ i 

F 和 ZF ，均值

为 Y 、 Z ，且 。  0   1Y ZF F 0 

风险模型(1.2)在实际问题中有其应用背景。如考

虑有两个不同类型的负风险和模型，第一个类可表示

某一地区一定年龄段的女性寿险年金保险，第二类表

示该地区一定年龄段的男性寿险年金保险。这两个类

一般并不独立，在理赔中，每次第一类理赔以 q p1 

p 

 

的概率不会引起第二类理赔的发生，而以概率 P 引起

第二类理赔的发生，并且在第二类保险理赔的每个点

发生时刻，要求理赔的人数可能不止一个，它可能服

从某一离散型分布，即第二类理赔的点发生时刻形成

的计数过程为第一类理赔的一个 稀疏. 

本文给出了“理赔”计数过程具有相依关系的二

元负风险和模型(1.2)的破产概率所满足的积分–微分

方程及解析表达式，并将此风险模型的破产概率和经

典负风险模型(1.1)的破产概率进行了比较。当“理赔

额”为负指数变量时，对具体实例给出了数值比较。

本文所得结果推广了经典负风险和模型的相应结果。 

2. 模型转换 


在 (1.2) 式 的 定 义 中 ， 令

1

1

N t

Y ii
S t Y


 

 
，

 2

1

N t Z jj
S t Z


  ，则 YS t  ZS t和 分别表示两个险

种到 t 时刻为止的负值理赔总额。对于  2 ; 0N t t 

 
 ，

首先有
 

2 1

m t

kk
N t W


 

 
   

        2 1

1 1 1 2 1 111 1 2 1
1 1

m t
kk

m t m t

WN t

Z j W W W W W W W W W
j j

S t Z Z Z Z Z Z Z Z


       
 



             

 1 11 1 km tk W W W WX Z Z
       

，类似于文献[11]的讨论，可

得风险过程 

1 2j Z Z   

 

令 

，  k m t 

0 0

 
 

1

m t

1 , 

且令W 。因此， 

Z k
k

S t X


 

k

。                 (2.2) 

X 表示 的每个点发生时刻 Z 的负值理赔总

额。 

 m t

根据文献[11]的分析，知 , 2,
, 1, 2,X k  

, 1kX k 

k

   *

1

n
Z

n

为非正独

立且同分布的随机变量序列，且 的分

布函数为 

 X nF x F x p



 ，           (2.2) 

其中    * n
ZF y  Z为 F y 的 n 重卷积，并且

。  0 1XF 

  ; 0m t t 由于 为   1 ; 0N t t  p的一个  稀

疏，故 可以分解为两个相互独立的点过

程 和 的，即对于每一

  1 ; 0N t t 

 ; 0m t t    1 ; 0m t t  

0t       1 1, , ,N t w m t w m t w 

 
   

 
   1 1

*
1

1 1 1 1

N t m t m t m t

i k i i i
i k i i

S t Y X X Y Y
   

       

i
*

i

 

和 ，有 ，则 

， 

其中Y 与Y 为独立同分布的随机变量。这样两个

相依的负值理赔总额化为了两个相互独立的负值理赔

总额，计数过程分别为 ; 0m t t   1 ; 0m t t 和 ，
每 次 的 负 值 理 赔 额 的 分 布 函 数 分 别 为

  (*)
1

n
Y Z nn F p x




   Y和F F y

   
   1

*
1

1 1

m t m t

i i i
i i

U t u ct X Y Y
 

    

。此时风险模型(1.2)

变成了 

  。       (2.3) 

  1 ; 0N t t  为参数又因为  的齐次 Poisson 过

程，所以   ; 0m t t   和 1 ; 0m t t  p分别是参数 
和  1q q p  的 齐 次 Poisson 过 程 。 又

 , 1, 2,i iX Y i   与 * , 1,2iY i   相互独立，易知

(2.3)可化为一个经典的负风险和模型 

 
 1

1
1

N t

i
i

U t u ct L


    ，            (2.4) 

  , 0N t t  是参数其中  的齐次 Poisson 过程，

的分布函数为 iL

Copyright © 2011 Hanspub                                                                                 FIN 
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     
*

*

1

1
i i i

n
L X Y Y ZY

n

   n YF y p F y q F y p F F p 







            
 y qF y

 


 

  10; 0U t

。            (2.5) 

 1
ruu e 3. 负风险和模型的破产概率 

破产时间 定义为uT infuT t   ，若

上集为空，则令 。二元负风险和模型(1.2)的破

产概率定义为

uT  

  1 Pr uu T   

c u


0Y Zpu

。为了使保险公司

保持长期稳定，本文始终假设    

 1 0u 

。 

由于保险人以常值年金率连续支付给被保险人年

金，“理赔”实为收入，所以盈余在相继的两次“理

赔”间连续递减，在“理赔”发生时有向上的跳跃，

因而，破产只可能发生在相继的“理赔”之间，且满

足U T .由轨道性质知  1 0 1 

0r 

。 

引理 1 令 ，则存在常数 ，使得 0u 

。                    (3.1) 

证明 由文献[1]知，经典负风险和模型的破产概

率  u 满足      u x u x     0， x u   且

 0 1  。根据第二部分的讨论知，具有相依关系的

二元负风险和模型(1.2)可以转化为经典负风险和模型

(2.4) ， 因 此  1 u    满 足  1 1 1 ,u x u x      

 0 x u  。由于 1 u 0r 单调下降，故存在常数 使

得  1
ruu e  ，引理 1 得证。 

 1 0 1注 1  因  0

0  1 u

 

，引理 1 的结论对u 也成立。 

定理 1  令u ，则 满足如下积分–微分

方程： 

           0 0 *
1 1 1 1

1

d d n
Y n Y Z

n

q p
u u u y F y p u y F F y

c c c

   

 


           。          (3.2) 

证明 由文献[1]知，经典负风险和模型的破产概

率 满足积分–微分方程  u

     d Yu y 

 N t

 0
u u F y

 


    

,

c c



。    (3.3) 

而由第二部分的讨论知，具有相依关系的二元负

风 险 和 模 型 (1.2) 可 以 转 化 为 负 值 理 赔 额 为

，计数过程为 的经典负风险和模

型，其中

 , 1iL i  , 2

 N t 为参数为 的 Poisson 过程。因此，将

此模型中负值理赔额的分布函数(2.5)式代入(3.3)式，

可得定理 1 的结论。 
 

由文献[1]中的公式(15)： 

  0Ycr M r    .                 (3.4) 

 YM其中 r , 1, 2,iY i  

      
1

0
n

n Y Z Y
n

cr p p M r M r qM r  




表示“理赔额” 的矩母

函数。 

类似于方程(3.4)，由(3.1)式和(3.2)式知引理 1 中

的 r 满足如下方程 

  

0Y Zp

，(3.5) 

引理 2 若 c      ，则方程(3.5)有唯一

正根。 

证明 令 

        1

n

n Y Z Yn
g r cr p p M r M r qM r  


    ， 

则 。易验证  0 0,g   lim
n

g r


 

                1

1

n n

n Z Z Y n Z Y Yn
r c p np M r M r M r p M r M r qM r 




      

 0 0n Y Y Y Zp q c p         

g ， 

且 

  1 n Zn
g c p np 


    ， 

 g所以 r 0r  0r 

    

在 右侧附近大于零。又当 时 

             2 2
1

n

n Z Z Y Z Z Y1n
g r p np M r n M r M r M r M r M r

     

      2 0Y YM r qM r    

 



 Z ZM r

， 

M r  

r  为凸函数，故 r  0,在 上有唯一正根。引理 2 得证。 g g所以



具有相关理赔的二元负风险和模型的破产概率 36 

  
  uRu e 

0 1R R  
。 由引理 1，定理 1 和引理 2 可得 

定理 2 当 ，则0u    1
1

R u
1R

0Y zc p

u e  ，其中 是方

程(3.5)的唯一正根，并且称 为调节系数。 1R

注 2 由引理 2 和定理 2 知，当     

 1 1  u时，有 ， 。 u 0

下面将“理赔”计数过程相关的二元负风险和模

型的破产概率和经典负风险和模型的破产概率进行比

较。由文献[1]知，方程(3.4)也存在唯一正根，不妨设 

此正根为 R。且

定理 3 当u ，则 ， 1u u

        1 1

n

n Y Z Yn
f r p p M r M r qM r

  。 

证明 令 

 


   ， 

   Yf r M r  1R  1f r cr 。显然， 是方程  的唯

一正根， R 是方程 的唯一正根。又( )f r cr

   1 0 0 0f f  0r 

             
1 1

1 0
n n

Z Y Y Y n Z
n n

f r M r qM r M r M r p p M r q   


 

       
 

 

，当 时， 

 f r   n Yp p M r


1 。 

所以  2f r 在 1f r

R R    u u  

之前与直线 相遇。因此

，从而有 。定理 3 得证。 

y cr

1 1

4. 数值分析 

本节讨论当“理赔额”分布为负指数分布时破产

概率 的明确表达式。由定理 2，此时仅需给出

方程 3.5)的唯一正根的明确表达式即可。 

 1 u

( 

例 “理赔额”为负指数分布的情形。 

   , , 0, , 0x x
Y ZF x e F x e x       ，且此时

    1, 0Y ZF x F x x   。 那 么 ， 1Y   ，

1Z   i。并且假设W 为{1,2}上的两点分布，且

   1 1 2iP W   2 1 2i  ，P W 。对于其它情形可类

似的计算。取 1 2   1，  ，c ，由(3.5)式以及

定理 2 可推出 是如下方程的正根： 

1 

1R

2
1 1

0
2 2

cr p q
r r r r

     
   

                                 

1 0.691488R 

。                     (4.1) 

求 解 (4.1) 式 得 ， 此 方 程 只 有 唯 一 正 根

。同理可知，R 是如下方程的正根： 

经 负风 的破 与具有相 的二

5. 结论 

本文将经典的负风险和模型推广为具有相依关系

的二
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0.5R
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求解(4.2)式，得此方程只有唯一正根  。 

可知 ，这样也验证了定理的结论。 1R R

 u 1( )u

不同初始资金下两种破产概率的数值比较见表 1。 

从表 1 的最后一列可以看出，如果初始资金相同，

具有相依关系的二元负风险和模型的破产概率小于经

典负风险和破产概率。同时，随着初始资金的增大， 
 

Table 1. The comparable numerical results of two classes 
of ruin probabilities 

表 1. 不同初始资金下两种破产概率的数值比较结果 

u   1( ) ( )u u   

0 1 1 1 

1 0.606531 0.500830 1.21005 

3 0.223130 0.125624 1.77618 

5 0.082085 0.031511 2.60502 

7 0.030197 0.007904 3.82063 

8 0.018316 0.003958 4.62697 

9 0.011109 0.001983 5.60350 

10 0.006737 0.000993 6.78612 

15 0.00

典的 险和模型 产概率 依关系

元负风险和模型的破产概率的比值呈递增趋势。这在

一定程度上表明随着初始资金的增大，保险类之间的

相关性对破产概率的影响也越来越显著。 

元负风险和模型，给出了此模型破产概率所满足

的积分–微分方程及解析表达式，并将此模型的破产

概率和经典负风险和模型的破产概率进行了比较。当

“理赔额”为负指数变量时，对具体事例给出了数值

比较。本文所得结果推广了经典负风险和模型的相应

结果。当然，对于此模型以及更一般的负风险和模型，

还有待于研究人员做更深一步的探讨和研究。 
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