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摘  要 

为实现医用压力袜的快速、精准定制化，提出了一种基于NURBS的人体小腿高精度参数化建模方案。通

过点云预处理、曲面逼近两个主要步骤实现小腿曲面重建。在NURBS曲面逼近中，为了解决节点矢量选

择这一高维非线性和非凸优化问题，提出了一种基于粒子群算法的节点配置方法。该方法通过给定的适
应度函数来评价节点位置的优劣，从而确定最佳的节点矢量。最终小腿建模精度相较于传统节点配置方

法提高了10%，曲面重建误差最低达到0.21 mm。 
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Abstract 
In this work, an NURBS-based high-precision parametric modeling scheme for human calf is pro-
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posed to achieve rapid and accurate customization of medical compression stockings. To this end, 
surface reconstruction of human calf can be implemented through point cloud prepossession and 
surface approximation. A particle swarm optimization-based knot placement method was pro-
posed to solve the high-dimensional nonlinear and non-convex optimization problem for knot 
vector selection. This proposed method evaluated the merit of knots positions by a given fitness 
function to determine the optimal knot vector. The final calf modeling accuracy is observed im-
proved by 10% compared to traditional knot placement method, and the surface reconstruction 
error reaches a satisfactory minimum of 0.21 mm. 
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1. 引言 

静脉曲张常用的理疗方法是压迫治疗法，患者通过穿戴医用压力袜促使腿部血液正常回流到心脏。

医用压力袜的设计需要遵循严苛的标准[1]，如何根据静脉曲张患者不同的腿部形状快速定制合身的压力

袜是保证治疗效果的重要研究课题。考虑到 CAD/CAM 技术在制造业发挥出的巨大作用，可以对人体腿

型进行参数化建模，进而配合生产标准付诸制造。这就要求模型应能够实现小腿形状的高精度重建。 
曲面重建主要分为两个步骤，首先采用三维扫描仪获取表面点云，然后进行曲面拟合。后者通常使

用非均匀有理 B 样条(Non Uniform Rational B-Spline, NURBS)，因其对自由型曲面精确的表达能力及灵活

性而被国际标准化组织(International Organization for Standardization, ISO)定义为描述工业产品几何形状

的唯一标准。曲面拟合可以通过插值和逼近两种方法实现。在基于点云的曲面重建中，由于数据点不是

精确给定的，因此通常采用逼近的方法。其中，节点矢量的选择直接决定了曲面重建的质量，而节点优

化的高维非线性和非凸性使其成为了 NURBS 曲线曲面逼近中最具有挑战性的难题。Piegl 和 Tiller [2]通
过计算输入点参数平均值来确定节点的位置(New Knot Placement Method, NKTP)，该方法使得数据点在节

点空间按照弦长均匀分布并且可以得到稳定的方程组。当数据点特征丰富含有不连续点或者尖突时，

NKTP 技术表现欠佳。对于此，一种解决思路是使用启发式方法，即通过分析数据点的几何特征如曲率

从而获取粗略的节点位置，随后利用节点插入算法来细化节点矢量使逼近曲线满足给定的公差[3] [4] [5] 
[6] [7]。Park 和 Lee [3]提出了一种基于所谓主导点的节点配置方法，将曲线拟合转化为了主导点选择的

问题，使用插入算法增加主导点的数量直到逼近曲线满足给定的误差边界。Tjahjowidodo 等人[4]使用二

分法选取最佳的分段线性函数来拟合数据点的二阶导数从而确定节点矢量。随后，Dung 和 Tjahjowidodo 
[5]又提出了一种快速计算最佳节点的两步法：先用二分法对数据点进行分割以得到粗略的节点，而后采

用非线性最小二乘技术优化节点的位置以及连续性水平。另外一种节点配置的思路是从一个密集的节点

矢量开始，在满足给定的基准下尽可能地去除冗余的节点。这里有一些文献提出的节点配置方法是基于

此思路的[8] [9] [10]。 
除了前述传统的节点配置方法以外，Laube 等人[11]将支持向量机运用到节点矢量选择上来。紧接着，

他们又提出两个深度学习网络模型——数据点参数化网络和节点矢量选择网络，分别用来进行数据点的
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参数化和节点优化[12]。虽然这两种机器学习方法取得了不错的效果，但是由于其需要特定的数据集作为

支撑，因而不能广泛应用。 
另一方面，有许多文献也将随机搜索方法用于节点矢量优化。元启发式算法如萤火虫算法[13]、粒子

群算法[14] [15]、人工免疫系统[16]和大爆炸算法[17]等在复杂的非线性和非凸优化问题上具有天然的优

势，这些文献提出的方法应用在节点配置甚至是 B 样条中所有参数的优化都取得了很好的效果。本文就

利用粒子群算法解决了小腿曲面重建中的节点配置问题。相较于传统方法的优势在于，本文提出的方法

直接为一组截面曲线和控制曲线选择统一的节点矢量，从而避免了曲线相容过程造成的巨量控制点问题。

另外，本文给出了一个适应度函数来评估节点位置的优劣，以此为依据进行节点矢量的选择。最终搜索

出的节点矢量使小腿曲面建模精度有了很大的提升。 

2. 方法 

2.1. NURBS 曲线曲面方程 

NURBS 曲线方程是关于参数 u 的有理多项式矢函数，一条 k 次 NURBS 曲线有如下定义： 
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其中 ( )0,1, ,i i n=d  为曲线的控制点； ( )0,1, ,i i n= ω 是对应于每个控制点的权因子； ( )( ),N 0,1, ,i k u i n= 

是一组 B 样条基函数，其定义在非递减序列称为节点矢量 [ ]0 1 1, , , n ku u u + +=U  上，可以由 de Boor-Cox 递

推公式 
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计算得到。此外，在节点矢量 U 上，曲线有定义域 [ ]1,k nu u + 。 
在实际应用中，通常将 NURBS 转化为方便计算机处理的齐次坐标表示形式： 

 ( ) ( ),
0

N
n

i k i
i

u u
=

= ∑c dω ω                                     (3) 

其中， [ ]( )0,1, , i i i i i n= =d d 

ω ω ω 为带权控制点，将所有权因子置为 1，则得到非有理 B 样条的齐次坐标

表示。 
NURBS 曲面是曲线张量积形式的推广，一张 k l× 次的 NURBS 曲面齐次坐标表达式为： 

 ( ) ( ) ( ), ,
0 0

, N N
m n

ij i k j l
i j

u v u v
= =

= ∑∑s dω ω                                (4) 

它的基函数分别由两个方向上的节点矢量 [ ]0 1 1, , , m ku u u + +=U  和 [ ]0 1 1, , , n lv v u + +=V  定义。曲面定义

域为 [ ] [ ]1 1, ,k m l nu u v v+ +× 。 

2.2. 曲面逼近 

首先介绍 NURBS 曲线逼近方案，曲面逼近可以容易地由此推广得到。 
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NURBS 曲线逼近问题可以描述为：给定具有 1n + 个控制点的 k 次 NURBS 曲线 ( )ucω ，其表达式如

式(1)所示，节点矢量已知，求其控制点使曲线在 ( )0,1, ,iu i m=
 处尽可能逼近数据点 ( )0,1, ,i i m=q 

ω 。

这是一个线性最小二乘问题，有损失函数： 
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其矩阵表示形式： 
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J = − ωD Q NDω                                   (6) 

式中， Dω 和 Q 分别为控制点和数据点组成的矩阵
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要使 ( )J Dω 取得最小值，则对式(6)求导，令导数为 0，于是得到方程组： 

 ( )T T=N N D N Qω                                     (7) 

求解之则得到曲线的控制点 ( )0,1, ,i i n=d 

ω 。 
上述给出了一般意义的 NURBS 曲线逼近方案，然而，实际应用中通常使曲线插值于首末数据点，

并且采用固支条件的 NURBS 曲线，即具有节点矢量 
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此时曲线也插值于首末控制点，因此方程组 7 中的 0 , nd dω ω 可以直接得出。 
NURBS 曲面逼近问题即给定 k l× 次 NURBS 曲面 ( ),u vsω ，其表达式如式(3)，具有网格控制点

( ), 0,1, , ; 0,1, ,i j i m j n= =d  

ω 。节点矢量 U，V 已知，求解控制点使该曲面在参数对 

( )( ), ,, 0,1, , ; 0,1, ,i j i ju v i r j s= =



 处逼近网格点 ( ), 0,1, , ; 0,1, ,i j i r j s= =q  

ω 。 
曲面重建可以由两阶段地重复使用曲线逼近来完成。首先，对网格点的每一列即 u 方向上分别进行

曲线逼近得到一组等参数线 ( )v uc


ω 和控制网格 ( ), 0,1, , ; 0,1, ,i j i m j s= =d  

ω ；然后对上一步得到的控制网

格的每一行分别进行 1n + 个控制点的 l 次曲线逼近，最终便得到所求的曲面控制网格 

( ), 0,1, , ; 0,1, ,i j i m j n= =d  

ω 。 

2.3. 基于粒子群算法的节点配置方法 

上节中介绍了线性的曲线、曲面逼近方法，实际上在小腿曲面建模过程中仅有数据点是给定的，而

模型的超参数即控制网格的维度、曲面的阶次、节点矢量以及数据点的参数都是未知量。因此，完整的

曲面重建过程一般需要两个步骤，第一步确定模型的上述超参量，第二步进行最小二乘曲面逼近。控制

点数目和曲面阶次一般根据经验通过照看的方式确定；而数据点的参数化一般通过考察数据点按弦长的

分布情况即弦长参数化方法得到。节点矢量直接决定了曲面模型的基函数，从而影响到曲面重建的质量。
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虽然有学者如 Piegl [2]、施法中[18]等已经给出节点配置的一般方案，但是针对具体的曲线、曲面重建问

题其具有一定的优化空间。 
元启发式算法非常适合解决节点配置这种高维非线性和非凸优化问题[13] [14] [15] [16] [17]，本文就

采用粒子群算法[19] [20] (Particle Swarm Optimization, PSO)实现小腿曲面重构中的节点配置。粒子群算法

原理不再赘述，首先初始化一群粒子，每个粒子代表问题的一个特定解，同时设定一个适应度函数来评

价当前粒子位置的优劣。粒子有位置和速度更新公式： 

 1 1
i
d d

i
d

i
− −= +x x v                                     (8) 

 ( ) ( )1
1 1 2 2

d d d d d
i i i i

d
i iw c r c r−= + − + −v v pbest x gbest x                       (9) 

式中， 1,2, ,i n=  ，n 为粒子总数， d
ix 、 d

iv 分别为粒子当前的位置和速度， d
ipbest 和 d

igbest 分别为目前

个体和种群的最优解。w 为惯性权重， 1c 、 2c 分别为个体学习因子和社会学习因子， 1r 、 2r 为随机因子。

其中，两个学习因子一般都取 2，惯性权重一般取 0.9~1.2 [20]。本文在小腿曲面重建中选用线性递减的

惯性权重——早期较大的惯性权重能增强算法的全局搜索能力，算法后期减小惯性权重从而使算法快速

收敛。 
用粒子群算法优化节点矢量实现小腿曲面重建的步骤如算法一所示。 

 
Algorithm 1. PSO-based knot placement 
Input: 

data points of calf ,i jqω  with parameter pairs ( ), ,,i j i ju v  ; number of control points m, n; degree of surface k, l; and  

parameters related to PSO: three weight factors w, 1c , 2c ; population size N and iteration number M. 
Output: 

[U, V]: knots of fitted surface 
( ),u vsω : fitted surface of calf 

1: x, v, pbest, gbest ←  initialization 

2: FOR 1i =  to M DO 

3:  FOR 1j =  to N DO 

4:   jx ←  update jth position using Equation (8) 

5:   ˆ ˆ,U V ←  decode jx  to knots 

6:   
( )ˆ , , ˆu v esω ←  use the obtained knots ˆ ˆ,U V  to perform the surface approximation introduced in  

Section 2.2, the fitting error ê  is then used as the fitness 

7:   IF ê  is less than the fitness of jpbest  THEN 

8:    jpbest ←  update jpbest  

9:    IF ê  is less than the fitness of gbest  THEN 

10:     gbest ←  update gbest  

11:     ˆ ˆ, ,←U V U V  

12:     ( ) ( )ˆ, ,u v u v←s sω ω  

13:    END IF 

14:   END IF 

15:  END FOR 

16:  v ←  update v using equation (9) 

17: END FOR 
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算法中，有几点需要着重介绍。首先在对粒子群进行初始化时，每个粒子的位置分为两部分，分别

代表节点矢量 U 和 V 的定义域内节点(去掉定义域端节点)即 [ ]1,k mu u+ 和 [ ]1,l nv v+ 。节点矢量的其他部分为

固定值，节点值限制在 0 到 1 之间，采取随机初始化策略。与之对应的，计算粒子的适应度时，首先要

对粒子进行解码得到节点矢量，方法是取出粒子中 U 和 V 对应的节点段升序排序后作为曲面定义域内节

点。然后对于节点 U，由于要在 u 向上拟合 NURBS 闭曲线，定义域外节点通过对定义域节点做周期性

延展得到。对于节点 V，定义域外的节点直接采取固支条件取 l 重端节点。 
粒子群优化的核心是确定合适的适应度函数来评估粒子的适应度。在节点矢量优化任务中，可以采

用曲面逼近误差来衡量节点矢量的优劣。对于 NURBS 曲面拟合误差，本文给出如下定义： 

   u u v vE w E w E= +                                    (10) 

其中 
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如式(10)所示，曲面拟合误差定义为两个方向上曲线拟合误差的加权平均值，而后者分别为截面曲线

和控制曲线拟合误差的均值。曲线拟合误差采用均方损失。由于截面曲线的拟合效果直接决定曲面重建

的精度，因此 uE 应取较大权重，本文在小腿曲面建模中   uw 设置为 0.8，则   vw 为 0.2。 

3. 实验 

3.1. 点云预处理 

人体腿部三维点云如图 1(a)所示，首先应用主成分分析(Principal Components Analysis, PCA)得到点云

的走势后将腿旋转放正，如图 1(b)所示。 
 

 
(a)              (b)                (c)                 (d) 

Figure 1. Point cloud pre-processing process 
图 1. 腿部点云预处理过程示意图 

 
原点云的数据量庞大，点的分布无序散乱，并且含有噪声点，需要对其筛检重构得到有序均匀排布

的网格点。首先用一组水平面对点云进行重采样得到小腿截面点云，如图 1(c)所示。然后对每个截面进
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行高精度的 NURBS 曲线逼近，接着用等间隔的弧度序列对拟合出的截面曲线进行采样。最后就得到了

不同截面间分布均匀的网格点，如图 1(d)所示。 

3.2. 小腿曲面重建 

预处理点云得到网格点后，就可以利用算法 1 进行小腿曲面重建。选择双三次 NURBS 曲面，使用

弦长参数化方法对数据点进行参数化，经过试验后选择合适的控制点数目为 20 × 16。另外，粒子群算法

中的种群大小和迭代次数分别为 50 和 100。采取线性递减的惯性权重，初始值与终值分别设置为 1.2 和

0.4。实验全部在 Windows 10 操作系统下使用 MATLAB R2018a 完成。 
如图 2 所示为算法迭代过程中粒子群的平均适应度以及种群历史最好个体适应度的变化情况。从图

中可见，算法早期由于粒子具有较大的惯性速度，平均适应度曲线具有较大的波动，这有利于粒子全局

寻找最优解。到迭代后期，粒子的惯性权重降低，算法逐渐收敛。选取粒子群最优的个体解码得到节点

矢量 U，V，然后对小腿进行曲面重建，过程如图 3 所示。图 3(a)为曲面逼近的第一阶段即小腿截面曲线

的拟合；图 3(b)为曲面逼近第二阶段得到的控制曲线；图 3(c)为重建后的小腿 NURBS 曲面，图 3(d)直观

展示了重建曲面与原点云的逼近效果。 
 

 
Figure 2. Fitness variation curve of particle swarm optimization 
图 2. 粒子群的适应度变化曲线 

 

 
(a)                 (b)                  (c)                  (d) 

Figure 3. Reconstruction process of calf surface 
图 3. 小腿曲面重建过程 
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3.3. 误差分析 

在对建模精度进行量化评估时，需要计算点云到重建曲面的距离。考虑到直接求点到 NURBS 曲面

的距离计算开销较大，对此本文采用一种近似的方法：将 NURBS 曲面近似为四边形网格面，当网格的

密度足够大时就可以将点到网格面的距离近似为到 NURBS 曲面的距离。用此方法得出的小腿不同高度

位置的曲面重建误差如图 4 所示。可见，重构曲面与点云的误差稳定在 0.3 mm 左右，脚踝附近误差相对

较大，这是由于此处腿部曲面曲率变化较大，细节丰富，并且在对点云进行重构时也会丢失部分特征信

息。曲面重建平均误差约为 0.29 mm，相比前人工作降低近 70% [21]。 
 

 
Figure 4. Surface reconstruction error of the calf 
图 4. 小腿曲面重建误差 

 
最后，采取不同的控制点数量，分别用 NKTP [2]节点配置方法和算法 1 (称作 PSOKP)进行小腿曲面

重建，两者的重建精度对比如表 1 所示。不难得出，在控制点数目相当时，本文提出的基于 PSO 的节点

配置技术相较于 NKTP，小腿曲面重建误差平均降低了 10%。从另一方面来讲，在保持相当的拟合精度

时，本文的算法得到的 NURBS 曲面控制点数目相较于 NKTP 最高能减少 49%。这是很有利的因为较大

的控制点数量不仅不便于计算、存储，并且会降低 NURBS 曲面的光顺性。 
 

Table 1. Accuracy of calf surface reconstruction with different number of control points (mm) 
表 1. 不同数目控制点小腿曲面重建精度(mm) 

Method 13 × 7 15 × 10 16 × 11 20 × 16 26 × 20 32 × 32 36 × 36 

NKTP 0.52 0.42 0.37 0.32 0.29 0.25 0.24 

PSOKP 0.48 0.37 0.34 0.29 0.25 0.23 0.21 

4. 结语 

本文提出了一种参数化建模方法，对腿部点云进行了小腿曲面高精度重建，并使用粒子群算法优化

NURBS 曲面节点矢量的配置，极大地提高了建模精度。在保证良好的光顺性前提下，重建曲面与原点云

误差低至 0.29 mm。本文方法和技术不仅可以应用于压力袜的精准、快速定制化，也对其他压力服的个

性化设计制造提供了重要的参考。 
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