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摘  要 

图论是离散数学的一个重要分支，是一门研究图的学问，而图的交叉数也是图论中的一个重要的研究方

向，国内外诸多学者都对图的交叉数问题展开了相关研究。玫瑰花窗图是广义周期图的一类延伸，本文

针对玫瑰花窗图的交叉数展开研究，给出了玫瑰花窗图 ( )kR3 2 1 3,+ 的相关定义，找到了 ( )kR3 2 1 3,+ 的一

个好的画法，得到了 ( )kR3 2 1 3,+ 的交叉数的上界。最后利用数学归纳法和反证法得到了玫瑰花窗图

( )kR3 2 1 3,+ 的交叉数的下界，进而完成了证明。 
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Abstract 
Graph theory is an important branch of discrete mathematics, which is a study of graphs, and the 
crossing number of graphs is also an important research direction in graph theory. This paper 
studies the crossing number of the rose windows graph, gives the relevant definition of the 

( )kR3 2 1 3,+  of the rose windows graph, finds a good drawing of ( )kR3 2 1 3,+ , and obtains the upper 

bound of the crossing number of ( )kR3 2 1 3,+ . Finally, the lower bound of the crossing number of 
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the rose windows graph ( )kR3 2 1 3,+  is obtained by using the mathematical induction method and 
the counterproof method, and then the proof is completed. 
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1. 引言 

图的交叉数概念是 Pual Turan 根据其于 1944 年一个砖厂所碰到的实际难题提出的[1]，图的交叉数是

图的一个重要参数，研究图的交叉数问题具有着重要的理论意义与现实意义，VLSI 中的布线问题、草图

的识别与重画问题、网络拓扑结构设计问题以及软件开发中的 ER 图的生成问题中都涉及图的交叉数的

广泛应用。多年来，国内外许多学者都研究过图的交叉数问题，Garey 和 Johnson 已经证明了确定一个图

的交叉数是 NP-完全问题[2]。正是由于其难度较大，故国内外在这方面的研究进展缓慢，研究对象也主

要集中在一些具有特殊结构图的交叉数的具体数值或者研究其上界、下界和研究图的交叉数的一般性质

上[3]。近些年来，诸多学者对一些特殊的图的交叉数进行了研究，并获得了相应的研究成果。 
2003 年，N.H. Nahas [4]对当 ,m n 足够大时完全二部图的交叉数展开了进一步研究并得到了如下结果： 

( ) ( ) 6 2 2
,

1 11 9.9 10
5 2 2m n

n ncr K m m m n−−   ≥ − + ×      
。2007 年，梅汉飞和黄元秋[5]证明了 1,5,nK 的交叉数，证

明了 ( ) ( )1,5, 6, 4
2n
ncr K Z n  = +   

。此外，对于完全多部图，还有许多学者完成了许多图类交叉数的证明。

2007 年，黄元秋等人[6]研究了完全三部图 1,4,nK 的交叉数，得到了 ( ) ( )1,4, 5, 2
2n
ncr K Z n  = +   

。紧接着， 

黄元秋等人[7] [8] [9]完成了完全三部图 1,6,nK ， 1,8,nK 和 1,10,nK 的交叉数的证明，得到了如下结果： 

( ) ( )1,6, 7, 6
2n
ncr K Z n  = +   

 

( ) ( )1,8, 9, 12
2n
ncr K Z n  = +   

 

( ) ( )1,10, 11, 20
2n
ncr K Z n  = +   

. 

除以上研究成果外，广义彼得森(Petersen)图的交叉数也深受交叉数方向的学者们的广泛关注。2004 年，

林晓惠[10]对 ( )4 2,2P k k+ 等部分广义 Petersen 图的交叉数进行了研究，得到了 

( )( )4 2,2 2 1cr P k k k+ = + ， ( )( )4 2,4 2 2cr P k k+ = + 。2005 年，马登举[11]等人证明了图 ( )2 1,P m m+ 的交

叉数，证明得出了 ( )( )2 1, 3, 3cr P k k k+ = ≥ 。郑百功[12]于 2013 年在硕士论文中证明了 ( )10,3P 的交叉数。 
实际上，广义 Petersen 图是一类广义周期图[13]。设 G 是一个简单图。G 的一个分解是 G 的边不

相交子图的列表，使得 G 的每条边都出现在列表中的一个子图中。如果对于每对整数 i 和 j，1 ,i j t≤ ≤ ，
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G 存在一个自同构 ,i jθ ，使得 ( )i luv E H +∈ 当且仅当 ( ) ( ) ( ), ,i j i j i lu v E Hθ θ +∈ ，则称图 G 的一个分解

{ }1 2, , , tH H H 是可传递的，其中下标取 t 的模。如果存在图 G 的一个传递分解，则称图 G 是广义周

期图。 

2. 玫瑰花窗图 ( )3 2 1,3kR + 的交叉数 

2.1. 主要引理 

设{ }1 2, , , tH H H 是图 G 的一个可传递分解。假设 ,i jH 是 1, , ,i i jH H H+  的并集，下标取模 t。假设 D
是图 G 的一个好的画法。设 c 是一个正整数，对于1 i t≤ ≤ ，若存在一个正整数 il 满足 ( ), 1 iD i i l if H l c− + ≥ ，

则令 ( )D
c il H 为 il 的最小值使 ( ), 1 iD i i l if H l c− + ≥ ；若不存在这样的正整数 il ，则令 ( ) 1D

c il H t= + 。 
引理 2.1 [13]：设 c 为正实数，t 和 x 为正整数。假设图 G 是具有可传递分解{ }1 2, , , tH H H 的广义

周期图。则 ( )cr G ct≥   当且仅当在 G 的任意一种好画法 D 下有 ( ) ( ) ( ){ }1 2max , , ,D D D
c c c tl H l H l H t≤ 。 

Jordan 曲线定理 任意一条简单(自身不相交)闭曲线 J 把平面分成两个区域，在不同区域的两点若要

相连，则连结的弧必与 J 相交。 
根据约当闭曲线定理，我们有以下引理。 
引理 2.2：在图 G 中，设 C 和 C'是顶点集不相交的两个圈， 1 2k kP u u u=  是长度为 k 的路径且

( ) ( )kV P V C =∅ 。假设 D 是图 G 的一个好的画法，则 ( ),Dcr C C′ 是偶数，若 1u 、 ku 位于 ( )D C 的同一

区域， ( ),D kcr P C 为偶数，否则就是奇数。 

2.2. 玫瑰花窗图 ( )kR3 2 1,3+ 的相关定义 

所有在本文中没有明确定义的专业术语都可以在参考文献[14]中找到。 
在广义 Petersen 图 ( )3 2,3P k + 的基础上添加一类边，得到玫瑰花窗图 ( )23 ,1 3kR + ，下面给出玫瑰花窗

图 ( )23 ,1 3kR + 的具体定义。设玫瑰花窗图 ( )23 ,1 3kR + 的顶点集为 ( )( ) { }3 2 1,3 , |1 3 2k i iV R a b i k+ = ≤ ≤ + ，边集

为 ( )( ) { }3 2 1 3 11,3 , , ,k i i i i i i i iE R a a a b b b b a+ + + += ， 2k ≥ ，其中下标取模3 2k + 。记玫瑰花窗图 ( )23 ,1 3kR + 的子集

为 iE ，且有 ( ) }{ 1 3, , ,i i i i iV E a b a b+ += ， }{ 1 3 1, , ,i i i i i i i i iE a a a b b b b a+ + += ，1 3 2i k≤ ≤ + ， 2k ≥ ，可得 

{ }1 2 3 2, , , kE E E + 是 ( )23 ,1 3kR + 的一个可传递分解，其中 ( )( ) 3 2
3 2 1

1,3 k
k ii

E R E+
+ =

=


且 i jE E =∅ ，i j≠ 。 ,i jE
是 1, , ,i i jE E E+  的并集，且 ( )Df H 是 H 到所有非负实数集合的映射： 

( ) ( ) ( )( ), \ 2D D Df H cr H cr H G E H= + 。图 G 在画法 D 下的交叉数用 ( )cr D 或 ( )Dcr G 表示。 
另外，本文中定义路径： 

0 1 2 3 2kP a a a +=   

1 1 4 3 1kP b b b +=   

2 2 5 3 2kP b b b +=   

3 3 6 3kP b b b=   

4 1 1 2 2 3 2 3 2k kP a b a b a b+ +=   

2.3. 归纳基础 

引理 2.3： ( )( )8 1,3 6cr R = 。 

2.4. ( )3 2 1,3kR + 的交叉数的上界 

引理 2.4： ( )( )3 2 1,3 2 2kcr R k+ ≤ + ， 2k ≥ 。 
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证明：如图 1 所示，D 是 ( )3 2,3,1R k + 的一个好的画法，此时 ( )( )3 2,3,1 2 2Dcr R k k+ = + ，根据交叉

数的定义有 ( )( )3 2 1,3 2 2kcr R k+ ≤ + 。 
 

 
Figure 1. A good drawing of ( )23 ,1 3kR +  

图 1. ( )23 ,1 3kR + 的一个好的画法 

2.5. ( )3 2 1,3kR + 的交叉数的下界 

引理 2.5：(领结引理) 设1 3 2i k≤ ≤ + ，D 是 iB 的一个好画法且 ( ) 1D icr B = ，则 1ia + 和 ib 被 ( )1iD T − 分

离或 1ia − 和 1ib − 被 ( )iD T 分离。 
证明：假设 1ia + 和 ib 在 ( )1iD T − 划分平面的同一区域。如果 ( )1 1, 1D i i icr a b T+ − ≥ ，由引理 2.2，

( )1 1, 2D i i icr a b T+ − ≥ ，与 ( ) 1D icr B = 相矛盾。因此 ( )1 1, 0D i i icr a b T+ − = 。由 ( ) 1D icr B = ， ( )1 1, 1D i i i icr b a a T+ − = 。

又由于 D 是好的画法，所以 ( )1 1 1, 1D i i i i icr a b b a a− − + = 。因此， 1ia − 和 1ib − 被 ( )iD T 分离。 
引理 2.6：设 D 是 ( )3 2 1,3kR + 的一个好画法且 ( )( )3 2 1,3 2 2D kcr R k+ < + ，若 1 4Dl ≥ ，那么 ( )1, 0D jcr T T = ，

3 3 2j k≤ ≤ + ； ( ) 0D icr B = ， 2 3i≤ ≤ ； ( )3 1, 0Dcr B E = 。 
证明：由 1 4Dl ≥ ，有 ( )1 2 3Df E < ， ( )1,2 4 3Df E < ， ( )1,3 2Df E < 。反证法。根据引理 2.2，若 ( )1, 1D jcr T T ≥ ，

3 3 2j k≤ ≤ + ，则 ( )1, 2D jcr T T ≥ ，与 ( )1 2 3Df E < 相矛盾，因此 ( )1, 0D jcr T T = 。 
假设 ( )2 1Dcr B ≥ ，由 ( )1,2 4 3Df E < ，有 ( )2 1Dcr B = ，由引理 2.5，有 1a 、 1b 被 ( )2D T 分离或 3a 、 2b 被

( )1D T 分离。根据引理 2.2，若 1a 、 1b 被 ( )2D T 分离，有路径 1 3 4 0 3 2 1kb b a P a a+ 交 2T 。若 3a 、 2b 被 ( )1D T 分离，

有路径 3 4 5 5 2a a a b b 交 1T 。两种情形均使 ( )1,2 4 3Df E ≥ ，矛盾。因此 ( )2 0Dcr B = 。 
假设 ( )3 1Dcr B ≥ ，由 ( )1,3 2Df E < ，有 ( )3 1Dcr B = 。根据引理 2.5，有 2a 、 2b 被 ( )3D T 分离或 4a 、 3b 被

( )2D T 分离。根据引理 2.2，若 2a 、 2b 被 ( )3D T 分离，有路径 2 5 5 4 3 2b b a a a a 、 2 3 1 3 2 1 2k kb b a a a+ + 交 3T 。若 4a 、

3b 被 ( )2D T 分离，有路径 3 6 6 5 4b b a a a 、 3 3 2 2 5 5 4 4kb b P b a b a+ 交 2T ，两种情形均使 ( )1,3 2Df E ≥ ，矛盾。因此

( )3 0Dcr B = 。 
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假设 ( )3 1, 1Dcr B E ≥ ，则有 ( )2 1, 1Dcr T E ≥ 或 ( )3 1, 1Dcr T E ≥ 。假设 ( )2 1, 1Dcr T E ≥ ，由 ( )1,2 4 3Df E < ，有

( )2 1, 1Dcr T E = 。又由于 ( )2 0Dcr B = ，则 ( )2 1 4, 1Dcr T b b = ，根据引理 2.2 有路径 1 3 4 4b b a b 交 2T 使 ( )1,2 4 3Df E ≥ ，

矛盾。因此 ( )2 1, 0Dcr T E = 。假设 ( )3 1, 1Dcr T E ≥ ，由 ( )1 3, 0Dcr T T = ，有 ( )3 1 4, 1Dcr T b b ≥ 且 1a 、 1b 位于 ( )3D T
划分平面的同一区域，又由于 ( )1,3 2Df E < ，则 ( )3 1 4, 1Dcr T b b = ，根据引理 2.2 有路径 1 3 3 6 7 7 4kb b P b a b b 、

1 3 2 0 5 4ka a P a b+ 交 3T ，与 ( )1,3 2Df E < 相矛盾。因此 ( )3 1, 0Dcr T E = 。故 ( )3 1, 1Dcr B E ≥ 。 
引理 2.7：(画法引理) 假设 D 是使 ( )( )3 2 1,3 2 2kcr R k+ < + 的一个好的画法，已知 

( ) ( )( ) ( )3 1 2 1,3 2 1 2kcr R k− + ≥ − + ， 3k ≥ ，如果路径 1 1 2 2 3i i i i i i ia b a b a b a+ + + + + 上有 a 个交叉点，则在路径 1 2 3i i i ia a a a+ + +

至少有 1a − 个交叉点， 2a ≥ ，1 3 2i k≤ ≤ + ；如果路径 1 1 2 2 3 3i i i i i i ib a b a b a b+ + + + + + 上有 b 个交叉点，则在路径 3i ib b +

至少有 1b − 个交叉点， 2b ≥ ，1 3 2i k≤ ≤ + 。 
引理 2.8：假设 D 是使 ( )( )3 2 1,3 2 2kcr R k+ < + 的一个好的画法，若 1 5Dl ≥ ，则 ( )1D H 同构于图 3。 
证明：由 1 5Dl ≥ ，有 ( )1 2 3Df E < ， ( )1,2 4 3Df E < ， ( )1,3 2Df E < ， ( )1,4 8 3Df E < 。由引理 2.6 知，

( )3 1, 0Dcr B E = ， ( )1, 0D jcr T T = ， 1 3 2j k≤ ≤ + ，因此 ( )2 3 4 4 1, 0Dcr a a a b E = ，且由好的画法的定义有

( )2 3 4 4, 1Dcr a a a b ≤ 。当 ( )2 3 4 4, 1Dcr a a a b = 时，即有 ( )2 4, 1Dcr T T ≥ ，根据引理 2.2，此时 ( )2 4, 2Dcr T T ≥ ，

( )1,4 2Df E ≥ ， ( )1D H 同构于图 2(a)、图 2(b)之一。 
若 ( )1D H 同构于图 2(a)，根据引理 1 有路径 1 3 2 0 6 6 3 3ka a P a b b a+ 、 1 3 2 2 5 5 4ka b P b a a+ 交 4 4 1 2 3a b b a a 使

( )1,4 8 3Df E ≥ ，矛盾。若 ( )1D H 同构于图 2(b)，由 ( )1,4 8 3Df E < 有 ( )2 2 3 1 4 4, 0Dcr a b a H a b− = ， 

 ( )2 2 3 4 4, 1Dcr a b a a b ≤ ，若 ( )2 2 3 4 4, 1Dcr a b a a b = ，根据引理 2.7 知 2 3 4 5a a a a 、 1 4b b 不干净，这与 ( )1,4 8 3Df E <

相矛盾。所以 ( )2 2 3 4 4, 0Dcr a b a a b = 且 2 0b R∈ ， ( )1 2D H T 同构于图 2(c)，此时根据引理 2.2 有路径

1 3 2 0 4ka a P a+ 、 1 3 2 3 4ka b b a+ 交 2T 使 ( )1,4 8 3Df E ≥ ，矛盾。故 ( )1D H 同构于图 3。 
 

     
(a)                               (b)                               (c) 

Figure 2. ( )1D H  with ( )1 1Dcr H =  

图 2. ( )1D H 且 ( )1 1Dcr H =  

 

 
Figure 3. ( )1D H  with ( )1 0Dcr H =  

图 3. ( )1D H 且 ( )1 0Dcr H =  
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引理 2.9：若 ( )1D H 同构于图 3 且 2 2b R∈ ， 1 5Dl ≥ ，则 ( )1 2 4D H T B  同构于图 5。 
证明：由 1 5Dl ≥ ，有 ( )1 2 3Df E < ， ( )1,2 4 3Df E < ， ( )1,3 2Df E < ， ( )1,4 8 3Df E < 。 
当 2 2b R∈ 时，有路径 2 2 3 2 1kb P b a+ 、 2 3 1 3 2 1k kb b a a+ + 交 1H 使 ( )1,4 1Df E ≥ ，由 ( )1,4 8 3Df E < ，则 ( )2 1, 1Dcr T H ≤ ，

根据引理 2.6 知 ( )2 1, 0Dcr T E = ， ( )3 0Dcr B = ，所以 ( )2 4 4, 1Dcr T a b ≤ 。若 ( )2 4 4, 1Dcr T a b = 即 ( )2 4, 1Dcr T T = ，

根据引理 2.2 知 ( )2 4, 2Dcr T T ≥ ，这与 ( )1,4 8 3Df E < 相矛盾，故有 ( )2 1, 0Dcr T H = ， ( )1 2D H T 同构于图 4(a)。 
由 ( )1,4 8 3Df E < ，则 ( )3 1 2, 1Dcr T H T ≤ ，根据引理 2.6 知 ( )3 1, 0Dcr T E = ， ( )3 0Dcr B = ，则有

( )3 4 4, 1Dcr T a b ≤ 。若 ( )3 4 4, 1Dcr T a b = 即 ( )4 1Dcr B = ，由引理 2.5，有 3a 、 3b 被 4T 分离或 5a 、 4b 被 3T 分离。

当 3a 、 3b 被 4T 分离时，此时 ( )1,4 2Df E ≥ ，则 ( )2 4, 0Dcr T T = ， ( )4 1, 0Dcr T E = ，故 3a 、 1b 在 4T 划分平面的

同一区域，根据引理 2.2 有路径 1 3 3 3kb b P b 交 4T 使 ( )1,4 5 2Df E ≥ ，由 ( )1,4 8 3Df E < ，有 
( )2 5 1 2 4, 0Dcr b b H T B =  ，故知 5b 、 3b 被 4T 分离，根据引理 2.2 有路径 5 6 0 3 2 3 2 3k kb a P a b b+ + 交 4T 使

( )1,4 3Df E ≥ ，矛盾。当 5a 、 4b 被 3T 分离时，同理有路径 5 5 6 7 7 4a b a a b b 交 3T 使 ( )1,4 5 2Df E ≥ ，由 ( )3 1, 0Dcr T E =

知 4b 、 1b 在 3T 划分平面的同一区域，所以 5a 、 1b 被 3T 分离，即有路径 1 3 3 6 6 5kb b P b a a 交 3T 使 ( )1,4 3Df E ≥ ，

矛盾。因此 ( )3 4 4, 0Dcr T a b = 即 ( )4 0Dcr B = 。 
对于 4T ，同理有 ( )4 1 3, 1Dcr T H B ≤ ，又知 ( )2 4, 0Dcr B T = ， ( )4 0Dcr B = ，则 ( )4 1 4, 1Dcr T b b ≤ 。当

( )4 1 4, 1Dcr T b b = 时，根据好的画法的定义有 ( )4 5 1 4, 1Dcr a a b b = ，此时 ( )1,4 2Df E ≥ ， 5 2 0a R R∈  ， ( )1 1 2Df E ≥ ，

由 ( )1 2 3Df E < 、 ( )1,2 4 3Df E < 知路径 2 2 3 2 1kb P b a+ 、 2 3 1 3 2 1k kb b a a+ + 中至少有一条路径交 4B 至少两次使

( )1,4 5 2Df E ≥ 。当 5 0a R∈ 时，由 ( )1,4 8 3Df E < ，有 ( )2 5 1 2 4, 0Dcr b b H T B =  ，则 5 2 3b R R∈  ，均会与 5a
分离，根据引理 2.2 有 5 5a b 交 1 2 4H T B  使 ( )1,4 3Df E ≥ ，矛盾。当 5 2a R∈ 时， ( )1 2 4D H T B  同构于图

4(b)，根据引理 2.2 有路径 5 0 3 2 1ka P a a+ 、 5 5 2 3 2 1ka b P b a+ 交 1 2 4H T B  使 ( )1,4 2Df E ≥ ，由 ( )1 2 3Df E < 、

( )1,2 4 3Df E < 知路径 5 0 3 2 1ka P a a+ 、 5 5 2 3 2 1ka b P b a+ 各交 4B 至少两次使 ( )1,4 3Df E ≥ ，矛盾。因此 ( )4 1 4, 0Dcr T b b =

即 ( )4 1 3, 0Dcr T H B ≤ 。 
综上知 ( )1 2 4D H T B  同构于图 5。 

 

      
(a)                           (b) 

Figure 4. Subdrawings of D  
图 4. D 的子画法 

 

     
(a)                           (b)                         (c) 

Figure 5. Subdrawings of D  
图 5. D 的子画法 
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引理 2.10：若 ( )1 2 4D H T B  同构于图 5，则 1 5Dl ≤ 。 
证明：假设 1 6Dl ≥ ，则 ( )1 2 3Df E < ， ( )1,2 4 3Df E < ， ( )1,3 2Df E < ， ( )1,4 8 3Df E < ， ( )1,5 10 3Df E < 。 
根据引理 2.2，当 5 1b R∈ 时，有 ( )2 5 5 1, 2Dcr b b a T ≥ ，这与 ( )1 1Df E < 相矛盾。当 5 2b R∈ 时，有路径 5 5b a 、

5 6 6 3b a b b 、 5 8 8 0 5b b a P a 交 2T 使 ( )1,2 3 2Df E ≥ ，矛盾。当 5 3b R∈ 时，有 2 5b b 、 5 5b a 以及路径 5 6 5b a a 交 3T 使

( )1,3 2Df E ≥ ，矛盾。当 5 4b R∈ 时， ( )2 5 4, 1Dcr b b T ≥ ，且有路径 5 5 0 3 2 3 2 1k kb a P a b a+ + 、 2 3 1 3 2 1k kb b a a+ + 、 5 6 6 3b a b b 、

5 2 3 1 3 3 1k k kb P b a b b− 交 4T 使 ( )1,4 3Df E ≥ ，矛盾。 
当 5 5b R∈ 时，根据引理 2.2 有路径 5 2 3 2 1kb P b a+ 、 5 6 0 3 2 1kb a P a a+ 交 1 4 4 3 2 1b b a a a b 使 ( )1,4 1Df E ≥ ，由

( )1 2 3Df E < ， ( )1,2 4 3Df E < 知路径 5 2 3 2 1kb P b a+ 、 5 6 0 3 2 1kb a P a a+ 中至少有一条路径交 4B 至少两次，此时有

( )1,4 3 2Df E ≥ 。 
若 ( )1 2 4D H T B  同构于图 5(a)，由引理 2.2，若此时 ( )5 5 1 2 4, 1Dcr a b H T B ≥  ，必有 

( )5 5 1 2 4, 2Dcr a b H T B ≥  ，这与 ( )1,5 10 3Df E < 相矛盾，因此 ( )5 5 1 2 4, 0Dcr a b H T B =  ， ( )1,2 4D H B 同

构于图 6(a)。根据引理 2.2，此时又有路径 3 3 3 1kb P b b 、 3 3 2 3 2 3 1 1 4k k kb b bb a P+ + + 交 5 5 4 3 2 5b a a a b b 使 ( )1,5 5 2Df E ≥ ，

由 ( )1,5 10 3Df E < 知 ( )3 6 1,2 4, 1Dcr b b H B ≤ ，则 6 1b R∉ 。当 6 0 2 4Rb R R∈   时， ( )3 6 1,2 4, 1Dcr b b H B = ，

( )1,5 3Df E ≥ ，则 ( )5 6 1,2 4, 0Dcr b a H B = ， 6 5 6a R R∈  ，根据引理 2.2 知路径 6 6b a 交 1,2 4H B 使

( )1,5 7 2Df E ≥ ，矛盾。当 6 5b R∈ 时， ( )3 6 1,2 4, 1Dcr b b H B = ， ( )1,5 3Df E ≥ ，根据引理 2.2，此时有

( )3 6 2 5 5, 1Dcr b b b b a = 。若 ( )3 6 2 5, 1Dcr b b b b = ，由 ( )1,5 10 3Df E < 知 ( )6 6 5 1,2 4, 0Dcr b a a H B = ，即 

( )2 5 3 4 5 6 6 3, 1Dcr b b b a a a b b = ，则路径 5 2 3 2 1kb P b a+ 、 5 6 0 3 2 1kb a P a a+ 必交 6 6a b ，根据引理 2.7 知 4 7b b 不干净，这与

( )1,5 10 3Df E < 相矛盾。若 ( )3 6 5 5, 1Dcr b b a b = ，由 ( )1,5 10 3Df E < ，路径 5 2 3 2 1kb P b a+ 、 5 6 0 3 2 1kb a P a a+ 必有一条

路径交 4 1 2b b a ，另一条路径交 4B ， ( )1,3 1Df E ≥ ，根据引理 2.2 知，这条交 4B 的路径若交 3T 至少两次使

( )1,3 2Df E ≥ ，矛盾，因此这条路径必交 4T ，即必交 4 4a b ，根据引理 2.7 知 3 6b b 在删除边 5 5a b 的情况下仍

不干净，这与 ( )1,5 10 3Df E < 相矛盾。当 6 3b R∈ 时，若 ( )3 6 1,2 4, 1Dcr b b H B ≥ ，根据引理 2.2 必有

( )3 6 1,2 4, 2Dcr b b H B ≥ ，矛盾，因此 ( )3 6 1,2 4, 0Dcr b b H B = ，此时又有路径 6 6 5b a a 、 6 7 7 1 3 1 2kb a b Pb b+ 交 3T 使

( )1,5 10 3Df E ≥ ，矛盾。当 6 6b R∈ 时，同理知 ( )3 6 1,2 4, 0Dcr b b H B = ，根据引理 2.2，有路径 6 6 0 3 2 1kb a P a a+ 、

6 3 3 3 1 3 1 3 2 3 2 1k k k k kb P b a b a b a+ + + + 、 6 7 7 4b a b b 、 3 3 2 3 1 3 1k k k kb b b a b b+ − 交 1,2 4H B ，且路径 6 6 0 3 2 1kb a P a a+ 、 

6 3 3 3 1 3 1 3 2 3 2 1k k k k kb P b a b a b a+ + + + 均交 1,2 4H B 至少两次使 ( )1,5 3Df E ≥ ，由 ( )1,4 8 3Df E < ，这四条路径中至少有

一条路径交 5 5a b ，由 ( )1,5 10 3Df E < 知 ( )4 7 1,2 4, 0Dcr b b H B = ，则 7 0 4 5b R R R∈   ，与 6b 分离，即路径 6 7 7b a b
不干净。若 ( )6 7 7 5 5, 1Dcr b a b a b ≥ ，根据引理 2.7 知 4 4 5 5a b a b 不能再产生交叉，否则 3 6b b 不干净，这与

( )1,5 10 3Df E < 相矛盾，因此路径 6 6 0 3 2 1kb a P a a+ 、 6 3 3 3 1 3 1 3 2 3 2 1k k k k kb P b a b a b a+ + + + 均交 1,3E 中的边至少两次，此时

( )1,3 2Df E ≥ ，矛盾。若 ( )6 7 7 5 5, 0Dcr b a b a b = ，根据引理 2.7 知 4 7b b 不干净，矛盾。 
若 ( )1 2 4D H T B  同构于图 5(b)，根据引理 2.2 有路径 5 5b a 、 5 2 3 2 1kb P b a+ 、 5 6 0 3 2 1kb a P a a+ 、 5 6 6 3a a b b 交

1 2 4H T B  使 ( )1,5 5 2Df E ≥ 。若 ( )1 2 4D H T B  同构于图 5(d)，根据引理 2.2 有路径 5 5b a 、 5 2 3 2 1kb P b a+ 、

5 6 0 3 2 1kb a P a a+ 、 2 3 1 3 2 3 2 3k k kb b a b b+ + + 交 1 2 4H T B  使 ( )1,5 5 2Df E ≥ 。由 ( )1 2 3Df E < 、 ( )1,2 4 3Df E < 知路径

5 2 3 2 1kb P b a+ 、 5 6 0 3 2 1kb a P a a+ 中至少有一条路径交 4B 至少两次使 ( )1,5 3Df E ≥ ，由 ( )1,5 10 3Df E < ， 

( )5 6 1 2 4, 0Dcr a a H T B =  ，即 6 4 0a R R∈  ，故 5b 与 6a 分离，因此有 ( )5 6 1 2 4, 1Dcr b a H T B ≥  ，这与

( )1,5 10 3Df E < 相矛盾。 
若 ( )1 2 4D H T B  同构于图 5(c)，根据引理 2.2 有路径 5 2 3 2 1kb P b a+ 、 5 6 0 3 2 1kb a P a a+ 、 5 6 6 3a a b b 、 

2 3 1 3 2 3 2 3k k kb b a b b+ + + 交 1 2 4H T B  使 ( )1,4 2Df E ≥ ，同图 6(b)知路径 5 2 3 2 1kb P b a+ 、 5 6 0 3 2 1kb a P a a+ 中至少有一条

路径交 4B 至少两次使 ( )1,4 5 2Df E ≥ ，由 ( )1,4 8 3Df E < ，有 ( )3 6 1 2 4, 0Dcr b b H T B =  ，故 6 3 0b R R∈  ，

当 6 3b R∈ 时，由引理 2.2 有路径 6 3 3 1kb P b b 交 1 2 4H T B  使 ( )1,4 3Df E ≥ ，矛盾。当 6 0b R∈ 时，由

( )1,5 10 3Df E < ， ( )5 6 5 1 2 4, 1Dcr b a a H T B ≤  ，所以 6 4 5a R R∈  。当 6 4a R∈ 时，有 
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( )5 6 6 1 2 4, 2Dcr b a b H T B ≥  ，根据引理 2.7 知 3 6b b 不干净， ( )1,4 3Df E ≥ ，矛盾。当 6 5a R∈ 时，若

( )6 6 1 4, 1Dcr a b b b ≥ ， 5 2 3 2 1kb P b a+ 、 5 6 0 3 2 1kb a P a a+ 两条路径均交 4B 至少两次使 ( )1,4 8 3Df E ≥ ，矛盾，所以

( )6 6 1 4, 0Dcr a b b b = ，根据引理 2.2 知， 

( )6 6 1 2 4, 2Dcr a b H T B ≥  ，这与 ( )1,4 8 3Df E < 相矛盾。 
当 5 0b R∈ 时，若 ( )1 2 4D H T B  同构于图 5(a)，此时有 2 5b b 、 5 5a b 路径 2 3 1 3 2 1k kb b a a+ + 、 3 3 2 1kb b a+ 、 5 6 5b a a

交 1 2 4H T B  使 ( )1,4 8 3Df E ≥ ，矛盾。若 ( )1 2 4D H T B  同构于图 5(b)、图 5(c)，已知有路径 2 5b b 、

2 3 1 3 2 1k kb b a a+ + 、 5 6 6 3a a b b 、 5 5 6 0 3 2 3 2 3k ka b a P a b b+ + 交 1 2 4H T B  使 ( )1,4 5 2Df E ≥ ，此时 ( )2 5 1 2 4, 1Dcr b b H T B =  ，

而 2b 、 5b 位于 1 4T B 划分平面的同一区域，根据引理 2.2，若 ( )2 5 1 4, 1Dcr b b T B ≥ ，则有 ( )2 5 1 4, 2Dcr b b T B ≥ ，

矛盾，因此 ( )2 5 1 4, 0Dcr b b T B = ，故有 ( )2 5 2 3 1 4, 1Dcr b b a a b b = ，由 ( )1,2 4 3Df E < 知 2 3 1 3 2 1k kb b a a+ + 必交 4B 至

少两次使 ( )1,4 3Df E ≥ ，矛盾。若 ( )1 2 4D H T B  同构于图 5(d)，由引理 2.2 有路径 2 5b b 、 2 3 1 3 2 1k kb b a a+ + 交

1 2 4H T B  使 ( )1,4 3 2Df E ≥ ，同图 5(b)、图 5(c)情况类似，若 ( )2 5 1 4, 1Dcr b b T B ≥ ，则有 

( )2 5 1 4, 2Dcr b b T B ≥ ， ( )1,4 5 2Df E ≥ ， ( )1,2 1Df E ≥ ，由 ( )1,2 4 4Df E < 知 2 3 1 3 2 1k kb b a a+ + 必交 4B 至少两次使

( )1,4 8 3Df E ≥ ，矛盾，因此若 ( )2 5 1 4, 0Dcr b b T B = ，所以有 ( )2 5 2 3 1 4, 1Dcr b b a a b b = ，同理由 ( )1,2 4 3Df E <

知 2 3 1 3 2 1k kb b a a+ + 必交 4B 至少两次使 ( )1,4 2Df E ≥ ，根据引理 2.2，若 ( )5 5 1 2 4, 1Dcr a b H T B ≥  ，必有

( )5 5 1 2 4, 2Dcr a b H T B ≥  ，这与 ( )1,5 10 3Df E < 相矛盾，因此 ( )5 5 1 2 4, 0Dcr a b H T B =  ， ( )1,2 4D H B 同

构于图 6(b)、图 6(c)之一。若 ( )1,2 4D H B 同构于图 6(b)，由引理 2.2 有路径 3 3 2 1kb b a+ 、 3 6 7 7 4b b a b b 交 1,2 4H B
使 ( )1,5 3Df E ≥ ，由 ( )1,5 10 3Df E < ，知 ( )3 6 1,2 4, 0Dcr b b H B = ，且路径 2 3 1 3 2 1k kb b a a+ + 不能交 1,2 4H B 三次，

故其必交 4 4 5a b a ，根据引理 2.7 知 3 6b b 不干净，这与 ( )1,5 10 3Df E < 相矛盾。若 ( )1,2 4D H B 同构于图 6(c)，
由引理 2.2 有路径 3 6 7 7 4b b a b b 交 1,2 4H B 使 ( )1,5 5 2Df E ≥ ，由 ( )1,4 8 3Df E < ， ( )1,5 10 3Df E < 知 

( )4 7 1 2 4 2 5, 0Dcr b b H T B b b =   、 ( )4 7 5 5, 1Dcr b b a b ≤ ，故 7 4 6 7 0b R R R R∈    。当 7 4 6b R R∈  时，有路径

7 1 3 1 3 1 3 3 1k k k kb Pb a a b b+ + 、 7 7 6 3b a b b 交 1 2 4 2 5H T B b b   使 ( )1,4 8 3Df E ≥ ，矛盾。当 7 7b R∈ 时，有路径 

7 1 3 1 3 1 3 3 1k k k kb Pb a a b b+ + 、 7 7 6 3b a b b 、 7 8 8 2 3 2 3kb a b P b b+ 交 1,2 4H B 使 ( )1,5 10 3Df E ≥ ，矛盾。当 7 0b R∈ 时，有 

( )4 7 5 5, 1Dcr b b a b = ， ( )1,5 3Df E ≥ ，对于路径 2 3 1 3 2 1k kb b a a+ + ，若其交 3 4a a ，必交 3T 至少两次使 ( )1,3 2Df E ≥ ，

矛盾，所以路径 2 3 1 3 2 1k kb b a a+ + 必交 4 4a b ，根据引理 2.7 知 3 6b b 不干净，这与 ( )1,5 10 3Df E < 相矛盾。 
 

     
(a)                         (b)                        (c) 

Figure 6. Subdrawings of D  
图 6. D 的子画法 

 
引理 2.11：设 D 是 ( )23 ,1 3kR + 的一个好画法使得 ( )( )3 2 1,3 2 2kcr R k+ < + ，且 

( ) ( )( ) ( )3 1 2 1,3 2 1 2kcr R k− + ≥ − + ， 2k ≥ 。若 ( )1D H 同构于图 3 且 2b 在区域 0R ，则 1 12Dl ≤ 。 
证明：假设 1 13Dl ≥ ，则 ( )1 2 3Df E < ， ( )1,2 4 3Df E < ， ( )1,3 2Df E < ， ( )1,4 8 3Df E < ， ( )1,5 10 3Df E < ，

( )1,6 4Df E < ， ( )1,7 14 3Df E < ， ( )1,8 16 3Df E < ， ( )1,9 6Df E < ， ( )1,10 20 3Df E < ， ( )1,11 22 3Df E < ，

( )1,12 8Df E < 。 
由 1 6Dl ≥ 且 2b 在区域 0R ，结合以上定理可以类似的证明出 ( )3 1, 0Dcr B H = 且 3b 在区域 0R 中，
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( )1 3D H B 同构于图 7(a)。同时利用反证法可以证得 5b ， 5a 在区域 0R 中且 ( )2 5 5 4 1 3, 0Dcr b b a a H B = ，

( )1,2 3D H T 同构于图 7(b)。接下来，在 1,2 3H T 添加路径 3 6 6 5b b a a ，通过对 6b 可能存在的区域进行分类

讨论。当 6b 在区域 1R ， 2R ， 3R ， 4R ， 5R 中时，都可以通过前六组的计数假设得出矛盾。 
当 6b 在区域 0R 中时，由 ( )1,5 10 3Df E < 知 ( )3 6 1,2 3, 2Dcr b b H T ≤ ，根据引理 2.2，若 

( )3 6 1,2 3, 1Dcr b b H T ≥ ，则 ( )3 6 1 2,Dcr b b H B 为偶数， ( )3 6 3 4 5 5 2 3,Dcr b b a a a b b a 为奇数，由 ( )1,3 2Df E < ，有

( )3 6 2, 0Dcr b b B = 且 3 6b b 不同时交 3 4a a 、 1 4b b ，则当 ( )3 6 1,2 3, 2Dcr b b H T = 时，必有 ( )3 6 3 4 4, 2Dcr b b a a b = ，由

( )1,5 10 3Df E < ，有 ( )4 5 1,2 3, 0Dcr b a H T = ，此时 ( )1,2 4 3 6D H B b b  同构于图 7(c)，根据引理 2.2，有路

径 6 3 3 1kb P b b 、 6 7 0 3 2 1kb a P a a+ 交 4T 使 ( )1,5 10 3Df E ≥ ，矛盾。所以 ( )3 6 1,2 3, 1Dcr b b H T = 即 ( )3 6 4 5 5 2, 1Dcr b b a a b b = ，

( )1,2 3 3 6D H T b b  同构于图 7(d)~(f)之一。而当 ( )1,2 3 3 6D H T b b  同构于图 7(d)~(f)之一时，结合以上引

理，以及针对前 12 组边的计数假设，讨论可能出现的所有子情况，最终得出矛盾，证毕。 
 

     
(a)                        (b)                       (c) 

     
(c)                       (d)                          (e) 

Figure 7. Subdrawings of D  
图 7. D 的子画法 

3. 结论 

本文利用数学归纳法和反证法证明了玫瑰花窗图 ( )3 2 1,3kR + 的交叉数。首先找到了玫瑰花窗图

( )3 2 1,3kR + 的一个好的画法，根据交叉数的定义验证了 ( )( )3 2 1 3, 2 2kcr R k+ ≤ + 。随后将 ( )3 2 1,3kR + 的边集分

成 3 2k + 组，得到了一个 ( )3 2 1,3kR + 的一个可传递分解。文中枚举所有可能的情况与画法，分类讨论，根

据相关引理以及限制条件，最终验证了 ( )3 2 1,3kR + 的交叉数的下界，即 ( )( )3 2 1 3, 2 2kcr R k+ ≤ + 。进而证明

了 ( )( )3 2 1,3 2 2kcr R k+ = + 。 
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