
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2023, 12(8), 3566-3575 
Published Online August 2023 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2023.128355     

文章引用: 黄琦, 庹清, 朱开心. 广义 Nekrasov 矩阵新的判定条件[J]. 应用数学进展, 2023, 12(8): 3566-3575.  
DOI: 10.12677/aam.2023.128355 

 
 

广义Nekrasov矩阵新的判定条件 

黄  琦，庹  清*，朱开心 

吉首大学数学与统计学院，湖南 吉首 
 
收稿日期：2023年7月16日；录用日期：2023年8月6日；发布日期：2023年8月16日   

 
 

 
摘  要 

广义Nekrasov矩阵是一类应用广泛的特殊矩阵。本文主要研究Nekrasov矩阵的判定问题，通过构造新的

放缩因子，从而给出了一组新的广义Nekrasov矩阵的判定条件，推广和改进了已有的结果，并用数值算

例说明改进后方法的优越性。 
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Abstract 
Generalized Nekrasov matrices are a kind of special matrices which are widely used. This paper 
mainly studies the Nekrasov matrices decision problem. In this paper, a new set of iterative deci-
sion conditions for generalized Nekrasov matrices are given by constructing new reduction factors. 
The existing results are extended and improved, and the superiority of the improved method is il-
lustrated by numerical examples. 
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1. 引言 

近年来，广义 Nekrasov 矩阵是矩阵理论，经济数学，数值分析等众领域有广泛应用的一类重要特殊

矩阵，因此，判定一个矩阵是否为广义 Nekrasov 矩阵有着重要的意义。许多学者对广义 Nekrasov 矩阵判

定条件的研究已经取得诸多研究成果(见文[1]-[10])。其中，文[2]分别从构造新的递进判别系数和二次划

分指标集这两种不同的思路出发，提出了判定广义 Nekrasov 矩阵的新方法；文[3]通过构造特殊的正对角

矩阵，采用对非占优行区间的划分判定的方法，得到了广义 Nekrasov 矩阵的一类判别法；文[5]引入了参

数 p，为判定条件构造了小于 1 的迭代递进系数，从而拓宽了判定范围；文[4]改进了文[3]的主要结论，

利用不同的划分方式对非占优行下指标集进行划分，构造特殊的正对角矩阵，结合不等式的放缩技巧，

给出了新的判定条件和迭代算法，使得对矩阵进行判定所需的迭代次数较少。本文从矩阵的元素出发，

通过构造新的放缩因子，进而给出新的广义 Nekrasov 矩阵判定条件，改进了文[4]的主要结果，并用数值

方法说明了该判定方法的优越性和实用性。 
用表示 n 阶复方阵集， { }1,2, ,n n=  为自然数集，设 ( ) n n

ijA a C ×= ∈ ，记 

( ) ( )1 1
1

 , ,j
j

R A a j n
>

= ∈∑  

( ) ( ) ( ), 2 , .j
i ij ij

j i j ijj

R A
R A a a i n j n

a< >

= + ≤ ≤ ∈∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )1 0, , 2 , .j
i ij

j i jj

R A
l A l A a i n j n

a<

= = ≤ ≤ ∈∑  

将 { }1,2, ,n n=  进行划分，并按照矩阵的行下标区域所满足的条件进行划分 

( ){ }1 : 0 ,ii iN i n a R A= ∈ < ≤  

( ){ }2 : .ii iN i n a R A= ∈ >  

定义1 [3]设矩阵 ( ) n n
ijA a C ×= ∈ ，若 i n∀ ∈ ，都有 ( )ii ia R A> ，则称A为弱Nekrasov矩阵，记作 0A N∈ ；

若不等式严格成立，则称 A 为 Nekrasov 矩阵，记作 A N∈ ；若存在正对角矩阵 D，使 AD N∈ ,则称 A 为

广义 Nekrasov 矩阵，记作 *A N∈ 。 
引理 1 [3]设矩阵 ( ) n n

ijA a C ×= ∈ ,若存在 2 2N N⊆ ， 1 2N n N= −  ，使 ( )( )ii i jj j i ja aα β β α− − > ，有,

其中 ( )
1,

i i it
t N
t i

l A aα
∈
>

= + ∑


，
2 ,

i it
t N
t i

aβ
∈
>

= ∑


，则 A 为广义 Nekrasov 矩阵。 

引理 2 [4]设矩阵为 Nekrasov 矩阵，则 0,iia i n≠ ∀ ∈ 。 
引理 3 [5]设矩阵为 Nekrasov 矩阵，则 2N ≠ ∅。 
引理 4 [6]设矩阵，对矩阵 B AD= ,若 { }1 2, , , nD diag d d d=  为正对角矩阵，且对 i n∀ ∈ ，当 1id ≤ 时，

有 ( ) ( )i il B l A≤ 。 
若 1N 为空集，则 A 为广义 Nekrasov 矩阵。若 2N 为空集，则 A 不是广义 Nekrasov 矩阵。所以本文假

设 1N ， 2N 不为空集，且对角元 0iia ≠ 。 
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2020 年，在文献[4]的定理 2.1 给出了如下结果： 
定理 1 [4] 设 ( ) n n

ijA a C ×= ∈ ，若 
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则 A 为广义 Nekrasov 矩阵。 
其中 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 1 1
1 2

ˆ ˆ| 0 , | ,ii i i ii iN i n a R A N i n R A a R A= ∈ < ≤ = ∈ ≥ >  

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 .t
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> >
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我们对该定理的条件进行改进，得到判定范围更广的新条件。 

2. 主要结果 
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定理 2 设矩阵 ( ) n n
ijA a C ×= ∈  
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则 A 为广义 Nekrasov 矩阵。 

证明：若存在某个 0j 使得 ( ) ( )
0 0 0

0

0j j j t
t i

R A l A a
>

= + =∑ ，即
0 00, ,j ta t n t j= ∈ ≠ ，则

( )1
1 0 2,i N j N∀ ∈ ∈ ，

(1) 式 两 边 相 等 且 等 于 0 ， 与 已 知 条 件 矛 盾 ， 故 对 2j N∀ ∈ ， ( ) ( ) 0j j jt
t j

R A l A a
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= + >∑ ， 即
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由 r 的定义可知， 0 1r< < ，且对于 2i N∀ ∈ ，有
( )

0 1i

ii

R A
r

a
< ≤ < ，则 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2, , , ,

,t
ii i it it i it it i

t N t N t N t Ntt
t i t i t i t i

R A
r a l A a a l A a r a Q A

a∈ ∈ ∈ ∈
> > > >

≥ + + ≥ + + =∑ ∑ ∑ ∑  

故
( )

0 1i

ii

Q A
r

a
< ≤ < ，再由 ( )iP A 的定义 

( ) ( )
0 1,i i

ii ii

P A Q A
r

a a
< ≤ ≤ <                                     (3) 

则 2i N∀ ∈ ，
( )

1,0 1i
i

ii

P A
a

δ< = < 。 

对于
( )1
2i N∀ ∈ ，有 ( )

1 2
1,

, ,
ii i it it t

t N t N
t i t i

a l A a a δ
∈ ∈
> >

> + +∑ ∑ ， 

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

1, 1,
, , , ,

2,

1, 1,
, , , ,

11 1 1
2 2 2

1 1 1 0,
2 2 2

ii i it it t i it it t
t N t N t N t N
t i t i t i t i

i
ii ii

i it it t i it it t
t N t N t N t N
t i t i t i t i

ii ii

a l A a a l A a a

a a
l A a a l A a a

a a

δ δ

δ

δ δ

∈ ∈ ∈ ∈
> > > >

∈ ∈ ∈ ∈
> > > >

+ + + + +

− = − = + −

 + + + +
 
 = − = − <
 
 
 

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑  

https://doi.org/10.12677/aam.2023.128355


黄琦 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.128355 3570 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 21 2

1 2

1, 1,1,
, , , ,, ,

2,

1,
, ,

2

2

0,
2

ii i it it t i it it ti it it t
t N t N t N t Nt N t N
t i t i t i t it i t i

i
ii ii

ii i it it t
t N t N
t i t i

ii

a l A a a l A a al A a a

a a

a l A a a

a

δ δδ

δ

δ

∈ ∈ ∈ ∈∈ ∈
> > > >> >

∈ ∈
> >

 
 + + + − + ++ +   
 − =

 
 − + +  
 = >

∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑

∑ ∑

 

所以对于
( )1
2i N∀ ∈ ，有

( )
1 2

1,
, ,

2,0 1

i it it t
t N t N
t i t i

i
ii

l A a a

a

δ

δ
∈ ∈
> >

+ +

< < <

∑ ∑
。 

再由式(1)和(2)，有 
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构造正对角矩阵 ( )1 2 3, ,X diag x x x= ，其中 
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易知，对任意的 i n∈ ，都有 1ix ≤ ，所以 X 为正对角矩阵，记 ( )ijB AX b= = ，则 ( ), ,ij ij jb a x i j n= ∈ 。

由引理 4 知，对任意的 i n∈ ，都有 ( ) ( )i il B l A≤ ， i n∀ ∈ 。 

设 ( ){ }2 : jj jN j n b R B= ∈ > ，若 2N =∅ ，则 

( )
( ) ( )

( )

1 1 21 2

1
2, 1, 1

,, ,

, ,ii i it it t it t
t Nt N t N t it i t i

a l B a a a i Nδ δ
∈∈ ∈
>> >

≤ + + + ∀ ∈∑ ∑ ∑                        (7) 

( )
( ) ( )

( )

1 1 21 2

1
2, 2, 1, 2

,, ,

, ,ii i i it it t it t
t Nt N t N t it i t i

a l B a a a i Nδ δ δ
∈∈ ∈
>> >

≤ + + + ∀ ∈∑ ∑ ∑                       (8) 

( )
( ) ( )1 1 21 2

1, 2, 1, 2
,, ,

, .ii i i it it t it t
t Nt N t N t it i t i

a l B a a a i Nδ δ δ
∈∈ ∈
>> >

≤ + + + ∀ ∈∑ ∑ ∑                       (9) 
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由式(4)，(6)和(11)，(12)可得 
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式(13)，(14)分别与条件(1)，(2)矛盾，故 2N ≠ ∅ 。 
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对
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B B

δ

δ

β

δ

α

∈ ∈
> > >

∈ ∈ ∈
> > >

     + +      
    ≥ + +     

>


∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

综上所述，对 1 2,i N j N∀ ∈ ∈ ，有 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )ii i jj j i jb B b B B Bα β β α− − > 。由引理 1 可得 B N∈ ，所

以 *A N∈ ，即 A 为广义 Nekrasov 矩阵。 
定理 2：设矩阵 ( ) n n

ijA a C ×= ∈ ，若
( )1
1i N∀ ∈ ，存在

( )1
2t N∈ ，使得 0ita ≠ ，且满足 

( )
( ) ( )1 1 21 2

2, 1,
,, ,

,ii i it it t it t
t Nt N t N t it i t i

a l A a a aδ δ
∈∈ ∈
>> >

> + + +∑ ∑ ∑                           (15) 

则 A 为广义 Nekrasov 矩阵。 

证明：由定理 2 的证明可得 2i N∀ ∈ ， 1,0 1iδ< < ，
( )1
2i N∀ ∈ ，有

( )
1 2

1,
, ,

2,0 1

i it it t
t N t N
t i t i

i
ii

l A a a

a

δ

δ
∈ ∈
> >

+ +

< < <

∑ ∑
。 

构造正对角矩阵 ( )1 2 3, ,D diag d d d= ，其中 
( )

( )

1
1

1
2, 2

1, 2

1 ,

,
.

i i

i

i N
d i N

i N
δ
δ

 ∈


=  ∈
 ∈

 

易知，对任意的 i n∈ ，都有 1id ≤ ，所以 D 为正对角矩阵，记 ( )ijB AD b= = ，则 ij ij jb a d= 。由引

理 4 知，对任意的 i n∈ ，都有 ( ) ( )i il B l A≤ ，下证 B N∈ 。 
对

( )1
1i N∀ ∈ ，由式(15)得 

( )
( ) ( )

( )
1 21 2

1
2, 1,

,
.ii ii i it it t it t i

NN N tt t t it i t i

a l A a a ab R Bδ δ
∈∈ ∈
>> >

= > + + + =∑ ∑ ∑  

对 2i N∀ ∈ ，由式(3)得 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
22 1

11 2
1

1, 2, 1,
, , ,

.ii i ii i i it it t it t i
N

i
i it it

t N t N tii t tt i t i iN N tt i t i

a P A l A a a a R
Q A

b l A Ba a
a

δ δ δ
∈ ∈ ∈∈ ∈
> > >> >

= = = ++ =+ +> +∑ ∑ ∑∑ ∑  
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对
( )1
2i N∀ ∈ ，有 

( )

( )
( ) ( )

( )
1 1

1 2

2 21

2, 2,

1,

,

, ,

,
1 .ii ii i ii i

i it it t
t N t N
t i t i

tii t t t it

it it t it t i
NN N

i t i

l A a

a a l A a a a R B

a

b
a

δ δ

δ

δ
∈ ∈
> >

∈∈ ∈
>> >

= > >

+

+ + +

+

=∑ ∑ ∑
∑ ∑

 

综上所述，对 i n∈ ，都有 ( )i iiR B b< ，所以 B N∈ ,故 *A N∈ ，即 A 为广义 Nekrasov 矩阵。 

注 1 ： 对 任 意 的 2i N∈ ， 都 有
( )

1,0 1i
i

ii

R A
a

δ ≤< < ； 同 时 对 任 意
( )1
2i N∈ ， 都 有

( )
1 2

1,
, ,

2,0 1

i it it t
t N t N
t i t i

i
ii

l A a a

a

δ

δ
∈ ∈
> >

+ +

< < <

∑ ∑
，故相较于定理 1 来说，本文将非占优行区间快速缩小，同时将 2,iδ

进行放大，逆向对非占有行进一步细分，获得了更加简捷快速的判定条件。后面的数值算例说明其判定

范围优于定理 1。 
注 2：由定理 2 的证明过程可得

2
1, 1 2

,
, 0,j jt tj

t
t i

N
j a j Na δ δ

∈
>

− > ∀ ∈∑ ，令 
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( )( )
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易知 0 1µ< ≤ ，由式(1)和式(2)得 

( )
( ) ( )

( )

1 1 21 2

1
2, , 1

,
1 ,  ,

tt t t it i t i

ii i it it t it t
NN N

a l A a a a i Nδ µ δ
∈∈ ∈
>> >

> + + + ∀ ∈∑ ∑ ∑  

( )
( ) ( )

( )

1 1 21 2
,

1
2, 2, 1, 2,  ,t i it it t it t

NN N
ii

tt t t it i t i

a l A a a a i Nδ δ µ δ
∈∈ ∈
>> >

> + + + ∀ ∈∑ ∑ ∑  

则定理 2 改进了文献[3]的定理 1。 

3. 数值算例 

例 1 

5 1 1 2 0 2 1
1 20 0.1 0.1 3 0 0
3 4 20 0 1 1 0

.0 0.1 1 8 1 0.1 1
0 0 1 3 8 3 2

1.8 0 0 0 0 20 1
0 0 0.2 0 0 0 30

A

 
 
 
 
 

=  
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经过 Matlab 程序计算，可得，根据定理 1， ( )1
1N =∅， ( ) { }1

2 1N = ，
( )1
1 1.0856R = ， 1i = ， 7j = 时， 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 1 21

2
1 12

2

1

1
1

1 1 1 71
,

1 1

7
,

7

1

1 7

1 7 7

0.1049

.

t t
t t t

Ntt ttN N

t t
t jt t

N tt ttN

tt t t it t

t t tt t t
N

R A R A
R A l A a a R A a

a a

R A R A
a l A a a

a a

∈∈ ∈
>> >
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> > >

    − − − − =      
    = + +      

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

由上述结果可得，定理 1 无法判定矩阵 A 为广义 Nekrasov 矩阵。同样可以验证文献[3]和文献[4]都
无法判断矩阵 A 为广义 Nekrasov 矩阵，而定理 2 可以直接判定 A 是广义 Nekrasov 矩阵。 

可得 { }1 1N = ， { }2 2,3,4,5,6,7N = ，根据定理 2， ( )1
1N =∅， ( ) { }1

2 1N = ，当 1, 7i j= = 时， 

( )
( ) ( )

( )
( )( )

1 1 21

1 12 1

2

2

2, 1 1 2, 1,6 6 111 1 ,

1 1, 6

66
,

61 1

6
,

1 6 6

6 2,

0.1973

0.0226,

tt t tt t

t

t t t t t t
NN N

t t t t
t t

t
N

t

t
Nt

N

a l A a a a a

a A a al

δ δ δ δ

δ δ

∈∈ ∈
>> >
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> > >

    − − − − =      
    > + + =      

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

 

其中正对角矩阵 { }0.2173,0.3298,0.1616,0.1771,0.0001,0.0025X diag= 。 

2.6518 1.3036 0 0 0 0 0

0.6630 4.3455 0.0330 0.0162 0.5314 0 0

1.9889 0.8691 6.5970 0 0.1762 0.00012 0

0 0.0217 0.3298 1.2930 0.1771 0.0001 0.0025

0 0 0.3298 0.4849 1.4270 0.0037 0.005

0 0 0 0 0 0.0025 0.0025

0 0 0.0660 0 0 0 0.0744

B

 




= 






.













 

例 2 

40 0 1 2 0 1 0 0 3
1 30 9 2 4 0 0 1 4
3 1 30 2 0 1 0 4 9
0 2 0 30 12 7 1 0 0

.0 6 1 4 39 0 1 3 1
2 0 0 4 1 10 2 0 6
1 2 1 0 1 0 9 4 3
2 0 2 1 0.1 0 6 30 0
1 4 3 2 0 0 0 2 29

A

 
 
 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 
 
  

 

经过 Matlab 计算，可得 { }1 1N = ， { }2 2,3,4,5,6,7N = ，根据定理 2，有
( )1
1N =∅， ( ) { }1

2 6,7N = ，当

6, 8i j= = 时，不满足定理 1 的条件，但是利用本文定理 2 可以判断矩阵 A 为广义 Nekrasov 矩阵。  
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4. 结论  

通过进行数值实验，可以得出定理 2 对广义 Nekrasov 矩阵的判定范围比定理 1 更加广泛，故本文给

出的主要判定条件改进了现有的结果。 
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