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摘  要 

Minimax Concave Penalty (MCP)正则优化问题在诸多科学领域有着广泛的应用，例如：机器学习、信

号、图像恢复以及逻辑回归等问题。本文基于MCP正则项研究了一种二阶加速优化算法，该算法的主要

思想是在于如何得到一个使得目标快速下降的方向，主要的方法是设计对偶半光滑牛顿法求解子问题。

我们基于所提出的模型提出新的算法。通过数值试验部分的对比验证了我们所提出的算法的有效性和高

效性。 
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Abstract 
The Minimax Concave Penalty (MCP) regularization optimization problem is widely used in many 
scientific fields, such as machine learning, signal restoration, image restoration and logistic regres-
sion. This paper studies a second-order accelerated optimization algorithm based on MCP regula-
rization term. The main idea of the algorithm is how to get a direction that makes the target drop 
quickly. The main method is to design dual semi-smooth Newton method to solve the subproblem. 
We propose a new algorithm based on the proposed model. The effectiveness and efficiency of the 
proposed algorithm are verified by numerical experiments. 
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1. 引言 

本文考虑一类如下的优化问题： 

( ) ( ) ( )ˆmin :nx R
F x f x g xη

∈
= +                             (1-1) 

其中 f 是光滑的并且梯度是 Lipschitz 连续的， ĝ 是正常的下半连续函数(可能非凸非光滑)， 0η > 是给定

参数。对于加式类型的复合优化问题，近些年涌现出了许多优秀的优化方法如：临近梯度方法(PGA) [1]、
交替方向乘子法(ADMM) [2]、DC 临近牛顿法[3]、半光滑牛顿法[4]等。并且该类型的优化问题在实际生

活中有着广泛的应用，例如：非线性最小二乘[5]、鲁棒相位恢复[6]、低秩矩阵补全[7]、信号恢复[8]、逻

辑回归[9]以及诸多机器学习问题。而随着科学技术的进一步发展，以及大数据时代的到来，优化算法在

实际生活中的应用也是越来越广泛，从简单的凸的无约束优化算法到现在迅速发展的非凸带约束的优化

算法，表明了人类永不止步的探索精神。从简单到难也意味着我们对于数据的处理以及要求越来越高，

对应用于实际问题的算法要求越来越严格。随着时间的推移对于凸优化问题的研究已经发展的相当成熟，

而对于非凸优化问题的研究还是寥寥无几，所以近几年来有大批学者着手于发展研究带有非凸非光滑正

则项的优化问题，而大多数的非凸优化都是以求解稀疏解为目的的。就稀疏优化问题而言，最初的探究

想法是将函数 ĝ 设置为 0L 范数，但是由于带 0L 范数的优化模型是一个 NP 难的问题，而目前大部分的解

决方法是利用 1L 范数对其进行一个凸的替代，这样非凸的问题就变成了一个凸的优化问题，我们就可以

使用现有的各种高效算法来求解，但事实上在实际生活中的许多工业或者自然科学等研究问题中目标大

多是一个非凸的函数，这样我们原本的凸优化方法就显得不那么高效，由此非凸优化算法也就应运而生

了。非凸优化问题在上述应用中也都有所发展。本文研究带非凸正则项的优化问题，目前研究发现一些

性质比较好的非凸惩罚有 Minimax Concave Penalty (MCP) [2] [8] [10] [11] [12] [13] [14]、Smoothly Clipped 
Absolute Deviation (SCAD) [12] [15]等。最近的一些研究中发现了基于上述非凸正则项的一些变种同样有

着良好的发展潜力有待我们研究，例如：GMCP [16] [17]，VMCP [13]等等。尽管对于现阶段的各类非凸

惩罚已经有了大量的研究，但是大多数都是一阶方法，例如：邻近梯度法(PGA) [8] [18]、交替方向乘子

法(ADMM) [2] [15]、坐标下降法(CD) [19]等。对于带非凸正则项的优化问题，二阶算法的研究就显得相

对较少。 
随着大数据时代的发展，显然凸优化方法一定程度上已经无法满足自然科学的更高要求，经过一段

时间的研究和发现，非凸优化问题的求解虽然困难，但是通过变换也可以有效地解决，重要的是非凸优

化问题能够弥补凸优化问题中的一些不足，非凸优化问题相比于凸优化问题而言优秀的算法虽然较少，

但是目前仍有大批国内外学者在竭尽全力研究。其中较为突出的是非凸稀疏正则优化问题，其中性质良

好的 MCP 正则项 2010 年由 Zhang [14]在理论和算法上作出了巨大的贡献，随后 2015 年由 Li 和 Lin [18]
提出了解决非凸非光滑优化问题的加速近端梯度算法(APG)，其中单调 APG 具体框架如下： 
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之后，2019 年 Shi 和 Huang [12]提出了一种二阶的，针对高维非凸稀疏优化问题的半光滑牛顿算法，

并证明了他们所提出的算法局部超线性收敛于 KKT 点，同时数值试验也验证了该方法计算效率更高。但

是，尽管该方法是二阶方法收敛速度快，而文中仅仅只考虑了残差下降并没有考虑目标的下降，其次该

文章也只证明了局部的超线性收敛速度，并没有考虑全局收敛性。 
在 2021 年 Wu 和 Li [8]等人推广了近端梯度算法，把传统近端项中的欧式范数改为了更一般的

Bregman 范数，进而设计出了新的一阶算法，所提出的新算法一般框架如下： 
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然后在 KL 性质的假设条件下证明了全局收敛性和收敛速度，同时以 SCAD 和 MCP 两种非凸正则项

为例通过数值实验，验证了该算法的有效性和高效性。但是由于他们所提出的算法仍属于一阶算法，收

敛速度依然有待提高。 

2. 相关基础知识 

基础知识 

为了方便后续文章模型的建立以及算法的构建，首先我们明确一些假设、符号、定义以及方法(对于

基本的符号、定义和方法可以参考[11] [20] [21])。 
定义 2.1. (梯度)给定函数 : nf R R→ ，且 f 在点 x 的一个邻域内有意义，若存在向量 ng R∈ 满足： 

( ) ( ) T

0
lim 0

f x f x g
δ

δ δ
δ→

+ − −
=



 

就称 f 在点 x 处可微。此时 g称为 f 在点 x 处的梯度。并记任意一阶可微函数 ( )f x 梯度为： ( )f x∇ 。 
假设 2.2. 假设目标函数 ( )F x 有下界，即 ( )F x F≥ ，函数 : nf R R→ 是二次连续可微的，其梯度是

Lipschitz 连续的。对 k∀ 满足 ( )min 0kBλ ηδ −   。 ĝ 为 MCP 正则项。 
其中函数 f 的梯度为 Lipschitz 常数为： fL∇ ， 2B f= ∇ ， kB 代表第 k 次迭代对 2 f∇ 的近似。 ( )min Aλ

是矩阵 A 的特征值的最小值。η是罚参数，δ 是与正则项相关的参数。 
对于任意实值扩张函数 ( ]: ,nf R → −∞ +∞ ，它的定义域如下： 

( ){ }dom : :nf x R f x= ∈ < +∞                             (2-1) 

接着我们给出临近映射和 Moreau-envelope 的定义分别如下： 
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( ) ( ) 21: arg min
2f uprox x f u u xµ µ

 
= +


− 


                       (2-2) 

( ) ( ) 21: inf
2f uM x f u u xµ

µ


= + −


 
 

                          (2-3) 

欧式空间上的内积和范数定义如下： 
T

2

,

,

x y x y

x x x=

=
 

对于正则项 ( )ĝ x ，我们根据文献[14]的研究，采用性质较好和研究较多的非凸非光滑正则项 MCP，
其具体定义如下： 

( ) ( ) ( ){ }1
ˆ ; , ; ,MC MC ii

ng x x P xλ γ λ γ
=

= = ∑                          (2-4) 

其中 nx R∈ ， ( ); ,MC iP x λ γ 定义如下： 

( ) ( )( )
2
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2; , 1 d
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P x z z
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 − ≤= − = 
 >

∫                  (2-5) 

根据定义我们容易得到函数 ( )ĝ xα (其中 ( )0,α γ∈ )的临近映射为： ( )firm ; ,x αλ λγ  [13]，具体表达式

如下： 

( ) ( )

( )

( ) ( )
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进而根据文献[4]知道函数 ( )ĝprox xα 是广义可微的，并且容易得到 ( )ĝprox xα 的广义雅可比是一个对

角阵，其对角元素为： 

( )

0, if

0, , if

, if

1, , if

1, if

i

i

ii
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i

i

x

x

xJ x

x

x
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γ λγ
γ α
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 <

  =  − 
 < <=  −
 

= − 
 >

                        (2-6) 

3. 模型、算法及实验结果 

3.1. 模型提出 

在有了基本的符号和知识后，本节我们将给出文章具体考虑的模型以及所提出的算法，最终通过数
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值实验来验证我们算法的有效性以及高效性。本着重于求解一个使得目标快速下降的方向，然后对于如

何求解该方向而设计快速算法。首先我们给出子问题在满足假设 2.2 的情况下，若当前迭代点为 kx ，我

们假设下一步迭代点为 kx d+ ，其中 d 是迭代搜索方向，将函数 f 在 kx d+ 这点进行二阶近似展开得到： 

( ) ( ) ( )T T1
2k k k kf x d f x f x d d B d+ ≈ +∇ +                          (3-1) 

我们令： ( ) ( ) ( )T T ˆ: 0.5k k kd f x d d B d g x dϕ η= ∇ + + + ，进一步得到子问题形式如下： 

( ) ( ) ( )T T1 ˆmin :
2d k k kd f x d d B d g x dϕ η= ∇ + + +                       (3-2) 

问题(3-2)就是本文主要考虑的模型。根据文献[13]我们知道，当
1δ
γ

≥ 时， ( ) 2

2
ˆ

2
g x y xδ

+ − 是一个凸

函数，基于这点我们将问题(3-2)等价变形为： 

( ) ( ) ( )T 2T
2,

1 ˆmin
2 2

s.t.

k k kd y

k

f x d d B I d g y y x

x d y

ηδηδ η∇ + − + + −

+ =
                 (3-3) 

进而我们容易得到问题(3-3)的对偶问题为： 

( )max cµ δ µ                                     (3-4) 

其中 µ 为对偶问题的自变量， ( )cδ µ 为： 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

2
T 1 2

2

ˆ ˆ
2

1
2 2

ˆ
2

k k k

k k kg g

c f x B I f x

g prox x x prox x

δ

δ δ

µ
µ µ ηδ µ

ηδ

µ ηδ µ µη
ηδ ηδ ηδ− −

−   = − −∇ − −∇ −   

    
+ − + − − −    

    

            (3-5) 

为了算法的构建我们引入一个记号： ( ) ( )( )0,1k α α∆ ∈ ，具体定义如下： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2

T T

0

ˆ ˆ
2

k k

k k k k k k k k

d

g x g x d f x d d B d

α ϕ ϕ α

αη η α α

∆ = −

= − + − ∇ −
                 (3-6) 

3.2. 算法构建 

算法 1. ALG1-求解问题(1-1) 

初始化： ( ) ( )0 1 1 max, , , 0,1 , 0,0.5 , ,outx k Kη ε τ σ∈ ∈  

While maxoutk K≤  do： 

通过算法 2 得到下降方向： ( ) ( )( )1
k k n kd B I f xηδ µ−= − −∇  

       If ( )1k ε∆ ≤  then： 

           break； 

       end 

令： 1α = ，并计算： ( )k α∆  

While ( ) ( ) ( )1k k k kF x F x dα σ α− + < ∆  do： 

令： 1α τ α= ，计算： ( )k α∆  
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Continued 

       end 

令： kα α= ， 1k k k kx x dα+ = + ，用 L-BFGS 公式更新 ( ) 1
kB Iηδ −−  

   end 

 
算法 2. 求解问题(3-4) 

初始化： ( ) ( )0 2 2 max, , , 0,1 , 0,0.5 , ,innn Nµ η ε τ σ∈ ∈  

While maxinnn N≤  do： 

计算梯度： ( )n nz cδ µ= ∇  

If nz ε≤  then： 

           Break； 
       end 
求解方程： ( ) 0n

n ssn nJ d cδ µ+ ∇ = 得到搜索方向( ( )( )n nJ cδ µ∈∂ ∇ ) 

令： 1α =  

While ( ) ( ) T
2

n n
n n ssn n ssnc c d z dδ δµ µ α σ− + ≥ −  do： 

令： 2α τ α=  

       end 

令： nα α= ， 1
n

n n n ssndµ µ α+ = +  
end 

return nµ  

3.3. 数值实验及结果分析 

本节我们将用随机合成的数据和实际数据来评估我们设计的算法 1，为了进行比较同时我们也编码

了临近梯度法(PGA)具体内容由算法 3 提供。从算法框架可以看出我们的算法和 PGA 方法的主要区别是

搜索方向 kd 的计算。文章所有的代码都是用 MATLAB2020a 编写的，并在一台 8 核、芯片为 Apple M1、
内存为8 GB的微处理器上运行。对不同的算法将统一使用以下参数(随机数据的参数随后也会详细讨论。)： 

( )6 4
1 2 1 210 , 10 , 0.2, 0.25, 15, 0.03 2 log nε σ σ τ τ η γ λ− −= = = = = = = = ∗ ∗           (3-7) 

不同的求解器停止条件我们统一使用： 

2

0 2

NormG :
1

kd
d

ε= ≤
+

                                  (3-8) 

 
算法 3. PGA [20] for MCP 正则优化问题 

    初始化： ( ) ( )0 3 3, , , 0,1 , 0,0.5 , ,x j Jη ε τ σ∈ ∈  

     While j J<  do： 

        得到下降方向： ( )( )( )ˆ
1

jj j j j j
j

gd x prox x f xα α
α

= − − ∇  

If NormG ε≤  then 

break； 
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Continued 

end 

令 1α = ，并计算： ( )j α∆  

While ( ) ( ) ( )3j j j jF x F x dα σ α− + < ∆  do： 

3α τ α= ，计算： ( )j α∆  

end 

令： jα α= ， 1j j j jx x dα+ = +  

    end 

 
首先我们考虑随机合成的数据。实验为稀疏信号恢复问题[8]，具体形式如下： 

( )2

2

1 ˆmin
2nx R

Ax b g xη
∈

− +                                (3-9) 

其中 ( )ĝ x 我们选择(2-4)定义的非凸正则项，矩阵 m nA R ×∈ 是测量矩阵，向量 mb R∈ 是观测信号，η是罚

参数。我们使用 MATLAB 内置函数 randn，sprandn，normrnd，normalize 生成随机数据： 

( )( )normalize randn , , ' range'A m n=  

( )sprandn ,1,0.15nx∗ =  

[ ]( )normrnd 0,0.01, ,1eps m=  

b Ax eps∗= +  

其中 ( )( )normalize randn , , ' range'm n 是生成一个 m n× 的正态分布随机矩阵，并且按列归一化至[0, 1]。

( )sprandn ,1,0.15n ，是生成一个随机稀疏向量，非零元素约有 1 0.15n× × 个。 [ ]( )normrnd 0,0.01, ,1m 是生

成一个均值为 0 标准差为 0.01 的正态分布随机向量。我们将对 1 1, , ,m n σ τ 四个参数用控制变量法进行实验

以验证算法的有效性。评估指标为 CPU time (CPU 运行时间)、Iterations (迭代次数)。图例中的 eta 代表参

数：η，同样的 gamma 代表参数： γ 。 
首先我们设置 2400m = ， 4

1 10σ −= ， 1 0.2τ = ，n 从 1000 变化至 1100 总共 11 组数据。数值结果从

图 1 中可以看出随着 n 增大时，相较于 PGA 方法，我们的算法 1 迭代次数有着明显的优势，在 CPU 运

行时间方面也都远小于 PGA 方法。 
其次我们设置 1000n = ， 4

1 10σ −= ， 1 0.2τ = ，m 从 2410 变化至 2470 总共 7 组数据。数值结果如图

1 所示，从图中可以看出我们的算法相较于 PGA 方法，迭代次数和 CPU 运行时间是远小于 PGA 方法的，

这证明我们所提出的方法有效并且是高效的。 
再者，我们将数据的维数固定在 2400m = ， 1000n = ， γ 从 10 变化至 20 一共 6 组数据，结果如图

1 所示，很容易看出随着 γ 的变化我们的算法是很稳健的，无论是从迭代次数还是 CPU 运行时间来看，

都是远远比 PGA 更加的优越。最后我们将以同样的维数 2400m = ， 1000n = ，但是 4
1 10σ −= ，η从 0.2

变化至 0.26 一共 7 组数据对算法进行测试。最终的结果由图 1 给出。 
接下来由于 PGA 方法运行时间较长我们将对自己的算法进行评估，评估指标使用目标函数值(Value 

of (f + g))和恢复精度(nx_xstar)。以不同维数和不同的η值为例子说明我们算法的有效性和高效性。对于

维度测试，我们将 m 固定在 5000 维，n 从 1000 变化至 3000，变化幅度为 500。 0.25η = ， 15γ = 其余参

数不做改变。数值结果如图 2 所示，可以看到不同维度下我们的算法还是很稳健的。接着我们将维数保
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持在 3000m = ， 1500n = ，η从 0.22 变化至 0.3，变化幅度为 0.02， 15γ = 其余参数不做改变。数值结果

如图 2 所示，我们大致可以看到随η值变化的时候，当η保持在 0.24 到 0.26 这个区间的时候，算法效果

是最优的，从而也证实了我们之前的实验设置 0.25η = 是合适的选择。 
 

 
Figure 1. Comparison of CPU running time and iteration times between two algorithms with four 
parameters 
图 1. 4 种参数下两算法间 CPU 运行时间和迭代次数的对比 

https://doi.org/10.12677/aam.2022.1110761


张原浩 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1110761 7181 应用数学进展 
 

 
Figure 2. Performance of Algorithm 1 under different parameters 
图 2. 算法 1 在不同参数下的表现 

 
接下来我们考虑逻辑回归问题，给定数据集 m nA R ×∈ 和标签向量 mb R∈ ，逻辑回归问题表示如下： 

( ) ( )( ) ( )T
1

1 ˆmin : log 1 exp i ii
mx b x a g x

mη η
=

Φ = + − +∑                (3-10) 

其中 ( )1, , mA a a=  ， { }1,1ib ∈ − ， 1, ,i m=  。 
这部分我们将从 LIBSVM [22]数据集中选取部分实例进行测试。每个实例给出了一个矩阵 A 和向量

b。具体的测试结果由表 1 和图 3 给出。我们将 CPU 运行时间(CPU(s))、算法迭代次数(Iter)和收敛精度(Res)
作为本部分的评价指标，而 Optval 代表模型的最优值。其中收敛精度 Res 表示如下： 

2

0 2

Res
1

kd
d

ε= ≤
+

 

从表 1 可以清楚的看到，两种算法都可以有效地求解逻辑回归问题。而从图 3 中的两图我们可以清

楚地看到，我们的算法 1 在 20 个不同的测试集上都有着优秀的表现，相比于传统的 PGA 方法而言迭代

次数大大减少，同时也能收敛到更高的精度。虽然在表 1 中我们发现了测试集 5 我们的算法运行时间比

PGA 方法慢了一些，但是综合对比迭代次数和收敛的精度我我们的算法是远优于 PGA 方法的，所以对

于时间上微小的差别基本可以忽略。从而这也验证了我们的算法在逻辑回归问题上有着卓越的表现，通

过与 PGA 方法的对比也凸显出了我们的方法是更为有效和高效的。 
综合上述实验以及结果的分析，验证了我们所设计的二阶算法在逻辑回归和稀疏信号恢复方面都是

有效的，并且相较于传统的 PGA 方法在各个方面都更加高效，鲁棒性更好。 
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Table 1. Performance of two algorithms in 20 sets of logistic regression 
表 1. 两算法在 20 组逻辑回归中的表现 

测试集编号 行数 列数 算法 1 算法 3 

N m n CPU(s) Iter Res Optval CPU(s) Iter Res Optval 

a1a 1605 119 3.16326e−01 9 3.73489e−09 0.693 3.69953e−01 75 8.83278e−07 0.693 

a2a 2265 119 1.32050e−01 12 2.39626e−08 0.693 1.94620e−01 75 8.93744e−07 0.693 

a3a 3185 122 1.00446e−01 10 1.46148e−08 0.693 2.55895e−01 75 8.93102e−07 0.693 

a4a 4781 122 1.48468e−01 11 9.64087e−09 0.693 3.41970e−01 75 9.15061e−07 0.693 

a5a 6414 122 8.31462e−01 13 1.24028e−08 0.693 4.17240e−01 75 9.02011e−07 0.693 

a6a 11,220 122 1.26901e−01 8 2.18711e−09 0.693 6.77969e−01 75 8.85075e−07 0.693 

a7a 16,100 122 1.79933e−01 10 1.16777e−08 0.693 9.49610e−01 75 8.65226e−07 0.693 

a8a 22,696 123 2.44431e−01 10 1.89512e−08 0.693 1.32385e+00 75 8.64977e−07 0.693 

a9a 32,561 123 2.69392e−01 8 2.85696e−09 0.693 1.88188e+00 75 9.16768e−07 0.693 

ijcnn1 49,990 22 2.54796e−01 8 3.05836e−08 0.693 9.38021e−01 72 9.41579e−07 0.693 

mushrooms 8124 112 1.32796e−01 8 9.91244e−09 0.693 5.52149e−01 75 9.27103e−07 0.693 

phishing 11,055 68 2.15109e−01 12 1.46065e−08 0.693 5.97741e−01 74 9.39543e−07 0.693 

w1a 2477 300 1.49633e−01 8 1.09425e−08 0.693 3.19617e−01 76 8.39927e−07 0.693 

w2a 3470 300 1.43242e−01 8 7.10077e−09 0.693 4.09359e−01 76 8.54131e−07 0.693 

w3a 4912 300 1.64765e−01 8 7.31374e−09 0.693 5.29249e−01 76 8.59312e−07 0.693 

w4a 7366 300 1.70304e−01 8 5.10713e−09 0.693 7.32478e−01 76 8.42150e−07 0.693 

w5a 9888 300 2.22083e−01 9 8.35186e−09 0.693 9.18242e−01 76 8.59644e−07 0.693 

w6a 17,188 300 2.59537e−01 8 6.45706e−09 0.693 1.54480e+00 76 8.52992e−07 0.693 

w7a 24,692 300 3.10005e−01 8 9.10777e−09 0.693 2.19111e+00 76 8.49034e−07 0.693 

w8a 49,749 300 5.80007e−01 9 4.75253e−09 0.693 4.37231e+00 76 8.51638e−07 0.693 

 

 
Figure 3. Performance of the two algorithms in the number of iterations and convergence accuracy in 20 datasets 
图 3. 20 个数据集中两算法在迭代次数和收敛精度中的表现 
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4. 总结 

本文基于带非凸正则项 MCP 的优化问题进行了二阶算法的研究，通过对目标可微项的二阶近似展

开，得到了寻求下降方向的子问题，并利用对偶半光滑牛顿法对其进行求解。最终设计了一个新的二阶

算法，通过大量的数值实验我们验证了在信号恢复和逻辑回归问题中，我们所提出的算法是有效并且高

效的，而且鲁棒性更好。在随后的研究中我们希望将方法应用于流形优化，并且尽可能多地进行不同种

类的数值实验来扩大我们算法的应用范围。 
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