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摘  要 

现代统计学中有各种分类方法，在数据研究中，类别分得越精准，得到的结果就越有价值。对于二元分

类问题，本文提出了一种基于得分函数的概率分类模型MKL，从理论上证明了所提出的MKL估计的一致

性。在实证方面，本文通过拟牛顿算法直接对连续化后的MKL统计量进行优化，给出了模拟研究的分类

效果和一个心脏衰竭数据集的实例。该方法考虑了预测能力、计算复杂度和实际可解释性方面的权衡，

与现有的分类方法相比具有优势。 
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Abstract 
There are various classification methods in modern statistics, and in data research, the more ac-
curate the classification, the more valuable the results obtained. For the binary classification prob-
lem, this paper proposes a probabilistic classification model MKL based on the score function, which 
theoretically proves the consistency of the proposed MKL estimate. In terms of empirical evidence, 
this paper directly optimizes the continuous MKL statistics by means of quasi-Newtonian algo-
rithm, and gives the classification effect of the simulation study and an example of a heart failure 
dataset. This approach takes into account trade-offs in terms of predictive power, computational 
complexity, and practical interpretability, and offers advantages over existing classification me-
thods. 
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1. 引言 

分类问题在社会科学、经济管理以及医学领域中有着非常广泛的应用，例如预测借贷平台用户是否

违约、预测客户流失率、诊断不同的脊椎病变等等。在过去的几十年里，大量的分类方法在实际应用中

得到了发展。J.S. Cramer [1]系统地回顾了逻辑回归的起源，逻辑回归通过对样本属于某一类的概率进行

预测来实现分类。Breiman 等人[2]首次提出了随机森林方法，通过将多棵决策树集成，以及每次用采样

的样本和特征分量训练每棵决策树，可以有效地降低模型的方差。Corinna Cortes 和 Vapnik [3]首次提出

了支持向量机方法，该方法可以处理标记错误的样本，并证明了支持向量机利用多项式输入变换的高泛

化能力。Yann LeCun [4]首次将 BP 算法应用到神经网络结构的训练上，形成了当代卷积神经网络的雏形，

只需最少的预处理对高维模式进行分类。 
分类作为典型的监督学习方法，目前已发展出许多成熟且优良的分类模型，但随着信息技术的发展

与各种新技术的发明，传统的分类模型暴露出了种种不足，于是怎样结合现有的理论知识去拓展分类方

法以期更高效地处理数据变得尤为重要。Zhang 和 Li 等人[5]通过训练数据给不同的测试数据点分配不同

的 k 值，学习一个相关矩阵来重构测试数据点，对 k 近邻方法进行了改进，该方法在分类、回归、缺失

数据归因等数据挖掘应用中，比现有的 kNN 方法更准确、高效。Fang 和 Chen [6]提出了一种直接最大化

Kolmogorov-Smirnov 统计量的信用评分方法对银行客户进行分类，该方法重点展示了预测能力在 KS 统

计量上的表现，得到了一个优于传统评分模型的信用评分方法。 
本文在现有的理论基础和前人思维的启发下，针对二分类问题，提出了一种新的分类模型，即最大

化形如 KL 散度的统计量，记为 MKL，基于得分函数对问题进行分类。本文的其余部分组织如下：第 2
节详细介绍了本文的方法、理论性质和渐进结果，以及最优化目标函数的算法步骤；第 3 节进行了模拟

研究，并与传统的分类模型如 Logistic 回归、支持向量机、随机森林和神经网络进行了比较；第 4 节将

本文提出的分类方法应用到了真实数据上；第 5 节给出了一些结论。所有的证明都在附录中。 

2. 方法 

2.1. 符号和模型 

设响应变量为 Y，其取值为 0 和 1，X 表示样本特征或协变量。设得分函数 ( )S X 是 X 的标量函数，

并且 ( )S X 与条件概率 ( )1|P Y X= 呈正相关。基于得分函数，令 t 表示截止分数即得分函数的一个阈值，

也就是说，样本得分不超过 t 的将被分到一类， ( )( )| 0P S X t Y≤ = 为属于 0Y = 的样本被正确分类的百分

比，另一方面， ( )( )| 1P S X t Y≤ = 为属于 1Y = 的样本被错误分类的百分比。因此根据正判和误判的概率，

我们希望 ( )( ) ( )( )| 0 | 1 0P S X t Y P S X t Y≤ = ≥ ≤ = > ， ( )( )| 0P S X t Y≤ = 越大越好， ( )( )| 1P S X t Y≤ =

越小越好，故而本文提出了如下概率分类模型，记为 MKL。定义： 
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在实践中，基于数据集 ( ){ }, , 1, ,i iy x i n=  ，则可得到分类模型的样本估计形式： 

( ){ }
( ){ }

( ){ }
00

00

11

1
1sup log

1
i

i

i

i
y

n i
t y

i
y

I S x t
n

MKL I S x t
n I S x t

n

=

−∞< <∞ =

=

 ≤ 
 = ≤
 ≤  

∑
∑

∑
，                 (2) 

其中， { }0
1

0
n

i
i

n I y
=

= =∑ ， { }1
1

1
n

i
i

n I y
=

= =∑ ， {}I ⋅ 为示性函数， ( )iS x 为根据分类模型估计的第 i 个样本的

得分。现有的分类方法都是通过优化目标函数来估计样本得分的，例如，逻辑回归通过最大化似然函数

估计回归参数，决策树通过最小化熵等损失函数来决定最佳分割。本文采用最大化 MKL 统计量来确定

最优分割，假设 

( ) ( )T
01 |P Y X f X β= = ，                              (3) 

其中 f 为 0~1 之间的未知递增函数， 0β 为 p 维未知常向量，p 为协变量 X 的维数。为了模型可识别性，

设定 0 1β = ，其中  为欧几里得范数，对于得分函数 ( ) TS X X β= ，也设定 1β = 。 

2.2. 模型估计 

设 β 的参数空间为 { }: 1pβ βΒ = ∈ = 。对于得分函数 ( ) TS X X β= ，其中 β ∈Β，则总体水平 MKL
定义为 
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。在假设(3)式下，首先引入以下引理。 

引理 1：在假设(3)下，如果 TX β 的分布不退化，则 ( ) ( )( )1
0 0 1,MKL MKL fβ β π−= ，其中 ( )1 1P Yπ = = 。 

由引理 1 可知，如果 0β 已知，并且 ( ) T
0S X X β= ，则最佳分界点为 ( )1

1f π− 。注意， ( )T 1
0 1X fβ π−≤

等价于 ( )T
0 1f X β π≤ 或 ( ) ( )0 | 0P Y X P Y= > = 。在实际应用中， 0β 是未知的，这种最佳分类无法实施。

但引理 1 是下列定理的基础：当 0β β= 时， ( )MKL β 达到其唯一的极大值。 
定理 1：在假设(3)和引理 1 中的条件下，如果条件分布 ( )T T

0|F X Xβ β 对任意 β ∈Β且 0β β≠ ± 不退

化，则对任意的 β ∈Β且 0β β≠ ± 有 ( ) ( )0MKL MKLβ β> 。 
根据定理 1，本文提出通过最大化下列统计量来估计 0β ， 
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可定义 

( )
1

ˆ arg max nMKL
β

β β
=

= .                                 (6) 

得到 β̂ 后，得分函数则为 ( ) T ˆ, 1, ,i iS x x i nβ= =  。下面的定理说明了 β̂ 的一致性，这一性质支撑了
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本文所提出的分类方法。 
定理 2：在假设(3)和定理 1 中的条件下，当 n 趋于无穷时，(6)中的 β̂ 在概率上趋于 0β 。 

2.3. 算法步骤 

因为我们的目标函数是离散的，为了更简便地优化(5)式，本文将其做连续化处理： 
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其中， {}Φ ⋅ 为标准正态分布函数，h 为带宽。使用拟牛顿法(BFGS)确定参数 β ，具体算法步骤如下： 

Step1：设定初始值 ( ) ( ) ( )( )T log0 0 0
1

log

ˆ
, ,

ˆp

β
β β β

β
= = 并且满足 ( )0 1β = ，其中 logβ̂ 是数据集 ( ),X Y 拟合逻

辑回归模型所得的回归系数，精度要求为 ε ； 
Step 2：真实模型的回归参数设为 0β ，则 t 的初始值为 T

0 0it x β= ； 
Step 3：给定初始对称正定矩阵 0 pD I= ； 
Step 4：计算搜索方向 ( )s

s sd D g= −  ( sg 是 ( )sβ 的梯度)； 
Step 5：计算最优步长： ( ) ( )( )0arg max ,s s

s L d tλ β λ= + ，则 ( ) ( ) ( )1s s s
sdβ β λ+ = + ； 

Step 6：判断精度，若 1sg ε+ < ，则停止迭代，否则进入下一步； 
Step 7：计算 1s sg g g+∆ = − ， ( ) ( )1s sβ β β+∆ = − ，更新 D： 
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Step 8：令 1s s= + ，进入 Step 4； 
Step 9：通过约登指数确定最佳阈值 t。 

3. 数值模拟 

这一节进行了广泛的模拟研究，以验证本文提出的分类模型的效果。考虑以下三种不同的模型： 
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模型 1 为 logistic 模型，模型 2 为半 logistic 模型，模型 3 为带参数 1 的 Box-Cox 模型[7]。设 5p = ，

( )T
1 5, ,i i ix x x=  ，其中 ix 是均值为 0，协方差矩阵为 ( ) , 0.5 , 1 ,i j

ij ijp p
i j pσ σ −

×
Σ = = ≤ ≤ 的五维多元正态

随机向量。真实的回归参数 ( )0 1,1, 1, 1, 1β = − − − ，样本量为 200n = 或 1000，每次实验重复 500 次。 

本文考虑四种方法进行比较：第一种方法是本文提出的以逻辑回归系数
log

log

ˆ

ˆ
β

β
为初始点的MKL方法； 

第二种方法是 Logistic 回归，是目前最流行的二分类方法；第三种方法是基于高斯核函数的支持向量机
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(SVM)；第四种方法是随机森林(RF)；第五种方法是神经网络(Net)，实现了一个包含 3 个隐藏层的神经

网络。其中所有方法的分类阈值均通过约登指数来确定，即找到 ROC 曲线的最佳临界点。 
对于上述四种方法，本文使用准确率(Accuracy)、精确率(Precision)、查全率(Recall)和 F1 分数四个

定性指标进行评价，如式(8)~(11)所示。准确率能够判断总体的正确率，但是在样本不均衡的情况下，

并不能作为很好的指标来衡量结果。精确率是针对预测结果而言的，代表了对正样本结果中的预测准确

程度。召回率是针对原样本而言的，以精确率还是以召回率作为评价指标，需要根据具体问题而定，所

以可以进一步比较 F1分数，F1分数同时考虑了精确率和召回率，让两者同时达到最高，取得平衡。此外，

还以秒为单位计算时间，计算了各方法 500 次模拟的时间的平均值。所有数值结果见表 1。 

TN TPAccuracy
TN TP FN FP

+
=

+ + +
，                              (8) 

TPPrecision
TP FP

=
+

，                                  (9) 

TPRecall
TP FN

=
+

，                                  (10) 

1
Precision Recall2 .
Precision Recall

F ×
= ×

+
                                (11) 

 
Table 1. Comparison of results for different sample sizes in five methods 
表 1. 五种方法不同样本量的结果对比 

模型 方法 Accuracy Precision Recall F1 Time 

n = 200 

Model 1 

MKL 0.833 0.957 0.710 0.815 0.024 

Logistic 0.850 0.923 0.774 0.842 0.002 

SVM 0.767 0.742 0.793 0.767 0.008 

RF 0.717 0.733 0.710 0.721 0.036 

Net 0.850 0.871 0.844 0.857 0.324 

Model 2 

MKL 0.883 0.778 0.955 0.857 0.007 

Logistic 0.900 0.786 1.000 0.880 0.003 

SVM 0.917 1.000 0.815 0.900 0.007 

RF 0.900 0.681 0.955 0.875 0.033 

Net 0.833 0.955 0.833 0.750 0.330 

Model 3 

MKL 0.817 0.782 0.750 0.766 0.006 

Logistic 0.767 0.632 1.000 0.774 0.003 

SVM 0.683 0.500 0.632 0.558 0.008 

RF 0.733 0.700 0.5 83 0.636 0.038 

Net 0.783 0.833 0.690 0.755 0.235 
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Continued 

n = 1000 

Model 1 

MKL 0.813 0.843 0.812 0.827 0.026 

Logistic 0.843 0.801 0.952 0.870 0.004 

SVM 0.770 0.776 0.800 0.788 0.046 

RF 0.803 0.812 0.837 0.824 0.195 

Net 0.803 0.806 0.831 0.818 1.137 

Model 2 

MKL 0.913 0.868 0.956 0.910 0.032 

Logistic 0.923 0.865 0.985 0.922 0.004 

SVM 0.890 0.869 0.888 0.878 0.025 

RF 0.870 0.895 0.810 0.851 0.161 

Net 0.930 0.956 0.897 0.926 1.571 

Model 3 

MKL 0.823 0.729 0.851 0.785 0.026 

Logistic 0.803 0.687 0.886 0.773 0.003 

SVM 0.723 0.719 0.617 0.664 0.034 

RF 0.777 0.704 0.711 0.707 0.169 

Net 0.787 0.974 0.645 0.776 1.432 

 
可以看出，对于不同模型和不同的样本量，本文提出的 MKL 方法和其他传统的四种方法的分类效

果很接近，也就是说，MKL 方法是可用的甚至有较强的竞争力。就模型一具体来说，在样本量较小的时

候，因为真实模型就是逻辑回归，所以 Logistic 回归方法的分类性能是最好的，其准确率、精确率都是

最高的，这符合我们的预期，同时 MKL 方法的分类性能也相对较好，其准确率仅次于 Logistic 回归，且

精确率是最高的。三种模型中，支持向量机和随机森林方法的各项指标都是最低的，且出现了较大的偏

差，说明模型质量较差，模型稳定性也不是很好。当样本量增大时，应用于三种模型的五种分类方法的

性能均有所提升，且 MKL 方法的分类准确度、预测性能和模型质量均较好。同时就计算速率而言，MKL
方法计算速度较快，神经网络计算速度最慢。并且，纵向比较不同模型的方法应用效果，模型二的分类

效果是最高的，这就说明对于不同的数据特征，分类方法的效果也是不一样的，因此在实例中通过分析

数据和样本特征，或许能更好地应用我们的方法。 

4. 实例分析 

心血管疾病(Cardiovascular disease, CVD)是最常见的死亡原因之一，每年造成约 1700 万人死亡。心

血管疾病的主要原因是心肌梗死和心脏不能正常供血。医生可以根据患者的症状和临床实验室调查，通

过电子病历诊断心力衰竭(Heart failure, HF)。然而，心力衰竭的准确诊断需要医疗资源和专业人员，而这

些资源并不总是可用的，因此诊断具有挑战性。故而，利用机器学习算法来预测患者的病情是节省时间

和精力的必要方法。 
本文引用了 UCI 数据库中的心力衰竭临床记录数据集[8]，该数据集包含 299 名心力衰竭患者，共 12

个特征，分别为年龄、血清钠、血清肌酐、性别、吸烟、血压、射血分数、贫血、血小板、肌酐磷酸激

酶、糖尿病、随访期。因变量为二分类变量，在随访期因心脏衰竭死亡视为 0，未死亡视为 1。针对该数

据集，本文仍然使用 MKL、Logistic 回归、支持向量机、随机森林和神经网络这五种方法进行模型拟合，

各模型分类效果如图 1 所示。 
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Figure 1. Five methods of classification indicator comparison 
图 1. 五种方法分类指标对比 

 
从图 1 中可以看出，本文所提出的分类模型 MKL 取得了最优的分类效果，其准确率(0.878)和精确率

(0.875)不仅是最高的，且两者偏差十分微小，说明模型分类效果和预测性能均较好，同时 F1 分数(0.71)
也相对较高。对于该数据集，神经网络的分类效果也不相上下，然而其余三种方法出现了较大的偏差，

尤其支持向量机因为样本不均衡原因导致准确率和精确率相差很大，模型质量最差。 

5. 结论 

本文的贡献在于提出了一种基于得分函数新的概率分类模型 MKL，并通过拟牛顿算法直接对连续化

后的 MKL 统计量进行优化，从理论上证明了所提出的 MKL 估计的一致性。该方法在模型效果上比目前

最流行的分类模型逻辑回归更有优势，针对不同的数据集，MKL 模型与其他传统的分类模型如支持向量

机、随机森林、神经网络相比，该方法在预测能力、计算复杂度和实际可解释性方面具有很强的竞争力。

同时本文将 MKL 方法应用到心脏衰竭数据集上，以较高的准确率(0.878)对病人是否因为心脏衰竭死亡进

行了分类预测，说明我们提出的方法也可以应用到相似领域，更一般地说，对于任何二分类问题，MKL
方法可能是可用的。在未来，本文所提出的模型可以考虑应用到超高维数据或者多分类问题上，改进优

化算法以提高模型分类效果。 
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附录 
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此时即证 ( )1
1t f π−= 时，(1)成立。 
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