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摘 要

本文研究次黎曼流形上的Schrödinger算子在无界区域内的性质, 并得到在完备的次黎曼流形上下

有界的该算子必定是本质自伴的。
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Abstract

This paper studies the properties of the Schrödinger operator on sub-Riemannian

manifolds in the unbounded domain. It is further studied that the semibounded

operator must be essentially self-adjoint on complete sub-Riemannian manifolds.
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1. 引言

1962年, Teruo Ikebe和Tosio Kato在 [1]中考虑Rm上的二阶椭圆算子,

Tu =

m∑
j,k=1

[i
∂

∂xj
+ bj(x)]ajk(x)[i

∂

∂xk
+ bk(x)]u+ q(x)u, (1.1)

其中ajk(x)是实值函数, ajk(x) = akj(x), bj(x) = 0, x = (x1, · · · , xm), i =
√
−1. 设T0 = T |C∞

0 (Rm),

他们提及这样一个问题:“在什么情况下, T0是L
2(Rm)上的一个本质自伴算子?”. Tosio Kato考虑了

物理上的一个特殊例子, 即由s个粒子组成的量子力学系统的Schrödinger算子, 该系统是通过静态势

相互作用并受到外部静电和磁场的作用. 此例中假设m = 3s, ajk = δjk, bj(x) = 0, q(x)是外部静电

势和粒子间的相互作用势(是一种广义形式的库伦势, 通常具有强奇异性), 由于q(x)不满足Stark效

应,所以最后的结果不太理想. 后来Tosio Kato的结论被多位作者推广, 最主要的是Stummel在 [2]中

处理了上述例子ajk(x) = akj(x), bj(x) 6= 0的情形, 并引入q的一个具有一般性的充分条件. 虽然他

证明出T0的本质自伴性, 但是q(x)仍然不满足Stark效应. Wienholtz进一步推广了Stummel的结论,

他在 [3]中考虑了ajk(x) 6= akj(x), bj(x) 6= 0的情形, 但是他的结论需要T0是下有界的. 最后Teruo

Ikebe和Tosio Kato在 [1]中假设ajk(x), bj(x)是足够光滑的实值函数, 对∀x ∈ Rm, 矩阵(ajk(x))都是

对称且正定的, q ∈ L2
loc(Rm), 其中L2

loc(Rm) =

{
u : Rm → R

∣∣∣∣∀D b Rm, u ∈ L2(D)

}
, 得出T0是本

质自伴的. 另外, 1983年Robert S. Strichartz在 [4]中将上述问题推广到完备的黎曼流形M上, 得出

当Schrödinger算子是下有界时, 它在C∞0 (M)上是本质自伴的.

上述这些工作都是依靠椭圆型方程的理论完成的, Paul R.Chernoff利用双曲型方程的理论也得

到类似的结果, 有兴趣的读者可以参考 [5].

根据前人的工作, 本文将其推广至完备的次黎曼流形M上来.

定理1.1. 设(M,H, gH ; g)是一个完备的次黎曼流形, 且设L = −∆H + q在C∞0 (M)上是下有界的, 那

么L在C∞0 (M)上是本质自伴的.

另外我们还得出关于下有界的一个结论, 这个结论是 [6]中Thereom 3.12的推广.
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定理1.2. 设(M,H, gH ; g) 是一个次黎曼流形, 那么以下事实是等价的:

(i) L在C∞0 (M)上是下有界的.

(ii) 对任意的Ω bM , 算子LM\Ω是在C
∞
0 (M \ Ω)上是下有界的.

(iii) 存在Ω bM , 使得算子LM\Ω是在C
∞
0 (M \ Ω)上是下有界的.

2. 预备知识

次黎曼几何的简介可以参看 [7] [8]. 设M是m+ d维光滑流形, TM是M的切丛, H是切丛TM的

一个m维子丛, 子丛H称为M的水平丛. 对任意开邻域U , 可如下归纳定义{Γi(U,H)}i≥1,

Γ1(U,H) = Γ(U,H),

Γi+1(U,H) = Γi(U,H) + [Γ1 (U,H) ,Γi(U,H)] ∀i ∈ Z+,

其中Γ(U,H) 为 H 在U上的光滑截面空间, 在不引起混淆的前提下, 本文简记为Γ(U).

给定一个m + d维光滑流形M , H是满足r步括号生成条件的水平分布, gH是定义在H上的度

量, (H, gH)称为M上的次黎曼结构. 我们把被赋予次黎曼结构(H, gH)的流形M称为次黎曼流形, 记

为(M,H, gH).

称g为gH的黎曼延拓, 如果M上的黎曼度量g在H上的限制正好是gH . 此后, 我们在次黎曼

流形(M,H, gH)上固定一个黎曼延拓g, 记为(M,H, gH ; g). 设V是H在黎曼延拓g下的正交补, 显

然gV = g|V是V的度量. TM具有正交分解

TM = H ⊕ V,

并且诱导了两个投射πH : TM → H 和πV : TM → V , 此时称V是垂直分布. 由H与V形成的分布也

分别记为H与V .

设(Mm+d, H, gH ; g)是次黎曼流形且子丛H的秩为m. 称一个光滑向量场X在M上是水平的, 如

果对∀p ∈M ,有Xp ∈ Hp. 设u是M上的光滑函数,称∇Hu是u的水平梯度,如果对∀q ∈M , ∀X ∈ Hq,

有gH((∇Hu)q, X) = du(X). 设Ω是(M, g)的一个开集, 取其上的一个局部正交标架场{eA}m+d
A=1 , 使

得span{ei}mi=1 = H且span{ej}m+d
j=m+1 = V , 那么有

∇Hu =
n∑

i=1

(eiu)ei. (2.1)

设X是(M,g)上的向量场, 称divgX是X的散度, 如果

divgX =

m+d∑
A=1

{eAg(X, eA)− g(X,∇R
eA
eA)}, (2.2)

其中∇R是黎曼联络.
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设u是(Mm+d, H, gH ; g)上的函数, 称∆Hu是u的sub-Laplacian, 如果

∆Hu = divg(∇Hu). (2.3)

下面这个定理是次黎曼流形上的散度定理.

定理2.1. 设(M,H, gH ; g)是无边的次黎曼流形, 记∆H是sub-Laplacian, 则对函数u, v ∈ C∞0 (M),

满足 ∫
M

u∆Hvdvg +

∫
M

〈∇Hu,∇Hv〉dvg = 0.

本文还涉及二阶椭圆型方程的相关内容, 在此做简要介绍. 设Ω b M , 在分布意义下, Folland-

Stein空间Sp
k(Ω)的定义如下:

Sp
k(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω)

∣∣∣∣∇i
Hu ∈ L2(Ω),∀i ≤ k

}
, (2.4)

但Sp
k,0(Ω)是C∞0 (Ω)在Sp

k−范数下的闭包. 当p = 2, k = 1时, S2
1(Ω)的对偶空间记为S2

−1(Ω), 且

有S2
1(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ S2

−1(Ω).

引理2.2. 假设M是带光滑边界的次黎曼流形, Ω b M且g ∈ S2
−1(Ω), 那么Dirichlet方程∆Hf = g存

在唯一解f ∈ S2
1,0(Ω).

∆H在Folland-Stein空间中满足L2初始正则性提升, 参考 [9]中第121页定理3.4的证明方法.

定理2.3. 假设对1 < p < ∞, f ∈ Lp
loc(Ω)且在分布意义下∆Hf = g. 如果g ∈ Sp

k(Ω)其中k ≤ −1, 那

么∀D b Ω, f ∈ Sp
k+2(D)且

‖f‖Sp
k+2(D) ≤ C(‖g‖Sp

k(Ω) + ‖f‖Lp(Ω)). (2.5)

其中C与f ,g无关.

当k ∈ N时, ∆H在Folland-Stein空间中仍满足L2正则性提升(参考 [10]的Theorem2.6).

由于本文是研究Schrödinger算子的自伴性, 所以接下来先回顾泛函分析中关于自伴算子的

一些内容(具体可参考 [11]). 以下假设H是Hilbert空间, 〈·, ·〉H是其配备的内积, ‖ · ‖H是它的范数.

设T : D(T ) ⊂ H → H是一个线性算子并且D(T )在H中是稠定的. 记

D(T ∗) = {y ∈ H|∃u ∈ H,使得〈Tx, y〉H = 〈x, u〉H, x ∈ D(T )}. (2.6)

事实上, 由Riesz表示定理知, 向量y ∈ H属于D(T ∗)当且仅当映射x 7→ 〈Tx, y〉H是(D(T ), ‖ ·
‖H)上的一个有界线性泛函, 或者等价地说, ∃cy > 0,使得|〈Tx, y〉H| ≤ cy‖x‖H. 因为D(T )在H中是
稠密的, 向量u ∈ H,满足〈Tx, y〉H = 〈x, u〉H,∀x ∈ D(T )完全由y决定, 所以我们得到一个定义良好

的映射T ∗ : H → H, T ∗y = u, 并且它还是线性的. 因此, 线性算子T ∗称作T的伴随算子. 根据前面的

定义, 我们有
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〈Tx, y〉H = 〈x, T ∗y〉H ∀x ∈ D(T ),∀y ∈ D(T ∗). (2.7)

定义2.4. 称T是对称的, 如果

〈Tx, y〉H = 〈x, Ty〉H ∀x, y ∈ D(T ). (2.8)

注意对称算子不需要定义域是稠密的. 不过当对称算子T的定义域D(T )在H中是稠密的, 此

时T ⊂ T ∗.
定义2.5. 设T是一个对称算子, 称T是下有界的, 如果存在c ∈ R, 使得

∀x ∈ D(T ), 〈Tx, x〉H ≥ c‖x‖H. (2.9)

这样的c我们称之为T的下界.

定义2.6. 设T是Hilbert空间H上的一个稠定对称算子, 称T是自伴算子, 如果T = T ∗; 称T是本质自

伴算子, 如果它的闭包T是自伴算子, 即(T )∗ = T ∗.

而下有界的算子和自伴算子有着密不可分的联系.

命题2.7 (参考 [11]中的Proposition3.9). 设T是Hilbert空间H上一个下有界的的稠定对称算子. 如果

存在λ ∈ R, 使得Ker(T ∗ − λI) = {0}, 那么T是本质自伴的.

设(M,H, gH ; g)是一个次黎曼流形, L2(M)是一个Hilbert空间, 〈·, ·〉是其配备的内积. 众所周知,

C∞0 (M)在L2(M)中是稠密的. Schrödinger算子可定义为:

LM = −∆H + q : C∞0 (M) ⊂ L2(M)→ L2(M), (2.10)

其中∆H是sub-Laplacian. 对任一个开集Ω ⊂ M , 可类似定义在C∞0 (Ω)上的Schrödinger算子LΩ.

当Ω = M时, 我们把LM简记为L. 由散度定理可知，L是对称算子. 类似于(2.9), 可定义L是下有界

的. 易知当q ∈ L∞(M)时, Schrödinger算子L是下有界的.

注记2.8. 当Ω bM , q ∈ L∞loc(M)时, LΩ在C
∞
0 (Ω)上是下有界的. 事实上,

∀φ ∈ C∞0 (Ω), 〈LΩφ, φ〉 =

∫
Ω

|∇Hφ|2 + qφ2

≥
∫

Ω

qφ2

≥ −‖q‖L∞(Ω)

∫
Ω

φ2.

3. 主要结果的证明

首先我们证明定理1.1.
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Proof. 我们假设q ∈ L∞loc(M) =

{
u : M → R

∣∣∣∣∀D b M,u ∈ L∞(D)

}
以及L的下界是A, 其中A是一

个常数, 即 ∫
M

|∇Hφ|2 + qφ2 ≥ A
∫
M

φ2, ∀φ ∈ C∞0 (M). (3.1)

因为L是对称的, 所以根据命题2.7, 只需要证明存在实数λ, 使得Ker(L∗ − λI) = {0}. 假
设f ∈ Ker(L∗ − λI), 即在分布意义下(−∆H + q)f = λf .

取M的一个有界集D, 且∂D是C∞. 设χ是一个截断函数并满足suppχ ⊂ D. 对∀ψ ∈ C∞0 (D),∫
D

∆H(χf)ψ = −
∫
D

〈∇H(χf),∇Hψ〉

= −
∫
D

〈f∇Hχ+ χ∇Hf,∇Hψ〉

= −
∫
D

〈∇Hχ, f∇Hψ〉 −
∫
D

〈∇Hf, χ∇Hψ〉

= −
∫
D

〈∇Hχ, f∇Hψ + ψ∇Hf〉 −
∫
D

〈∇Hf, χ∇Hψ + ψ∇Hχ〉

+

∫
D

〈∇Hχ, ψ∇Hf〉+

∫
D

〈∇Hf, ψ∇Hχ〉

= −
∫
D

〈∇Hχ,∇H(fψ)〉 −
∫
D

〈∇Hf,∇H(χψ)〉+ 2

∫
D

〈∇Hχ,∇Hf〉ψ

=

∫
D

(f∆Hχ)ψ +

∫
D

(χ∆Hf)ψ +

∫
D

2〈∇Hχ,∇Hf〉ψ,

从而得出, 在分布意义下有∆H(χf) = f∆Hχ+ χ∆Hf + 2〈∇Hχ,∇Hf〉.

由于f ∈ L2(M), ∆Hf = (q − λ)f以及q ∈ L∞loc(M), 所以f∆Hχ + χ∆Hf + 2〈∇Hχ,∇Hf〉 ∈
L2(D) ⊂ S2

−1(D). 那么有χf满足Dirichlet方程−∆H(χf) = g,在D内

χf = 0,在∂D上
(3.2)

其中g = −f∆Hχ− χ∆Hf − 2〈∇Hχ,∇Hf〉 ∈ S2
−1(D). 由定理2.3知, χf ∈ S2

1,0(D), f ∈ S2
1,loc(M) ={

u : S2
1(M)→ R

∣∣∣∣∀D bM,u ∈ S2
1(D)

}
.

因为M是完备的, 给定x0 ∈M , 0 < r < +∞, 取满足如下条件的截断函数

(1) ϕr(x) = 1, 在B(x0, r)上,

(2) ϕr(x) = 0, 在M \B(x0, 2r)上,

(3) |∇Hϕr(x)| < C
r

, 其中常数C > 0与r无关.
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将fϕ2
r带入(−∆H + q)f = λf计算得,

λ

∫
M

f2ϕ2
r =

∫
M

〈
∇Hf,∇H(fϕ2

r)
〉

+ qf2ϕ2
r

=

∫
M

|∇H(fϕr)|2 + q(fφr)
2 −

∫
M

f2 |∇Hϕr|2

≥ A
∫
M

(fϕr)
2 − C2

r2

∫
M

f2,

最后一个不等式由(3.1)得出. 让r → +∞, 可得(A − λ)
∫
M
f2 ≤ 0. 若A > 0, 令λ = A, 那

么A
∫
M
f2 ≤ 0. 若A < 0, 令λ = 2A, 那么−A

∫
M
f2 ≤ 0. 故在L2(M)上f = 0, Ker(λ− L∗) = {0},

于是L是本质自伴的.

接下来证明定理1.2.

Proof. 由定理内容知,只需要证明(iii)能够推出(i)即可. 设Ω b BR, BR是以半径为R的球. 不失一般

性, ∀φ ∈ C∞0 (M \ Ω),
∫
M\Ω (∇Hφ)

2
+ qφ2 ≥ 0. 而根据积分区域的单调性(参见 [10]的Lemma2.10),

∀φ ∈ C∞0 (M \BR),

∫
M\BR

(∇Hφ)
2

+ qφ2 ≥ 0. (3.3)

令η(x) = ϕ(r(x)) ∈ C∞0 (B2R)且满足

η|BR
≡ 1且

|∇Hη|2

η
≤ C

R2
,

其中r(x)是由黎曼度量g诱导的距离函数, C只依赖于ϕ′. 因此我们取R� 1使得 C
R2 ≤ 1, 直接计算∫

M

|∇Hφ|2 −
∫
M

|∇H(1− η)φ|2

=

∫
M

(2η − η2)|∇Hφ|2 + 2

∫
M

φ(1− η)〈∇Hη,∇Hφ〉 −
∫
M

|∇Hη|2φ2

≥
∫
M

(2η − η2 − |∇Hη|2)|∇Hφ|2 −
∫
M

((1− η)2 + |∇Hη|2)φ2

≥
∫
M

(1− C

R2
)η|∇Hφ|2 − C1

∫
M

φ2 ≥ −C1

∫
M

φ2.

所以, ∫
M

|∇Hφ|2 + qφ2 ≥
∫
M

|∇H(1− η)φ|2 + qφ2 − C1

∫
M

φ2

=

∫
M

|∇H(1− η)φ|2 + q(1− η)2φ2 +

∫
M

(2η − η2)qφ2 − C1

∫
M

φ2

≥
∫
M\BR

|∇H(1− η)φ|2 + q(1− η)2φ2 − C1

∫
M

φ2

≥ −C1

∫
M

φ2,
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其中最后一个不等式是根据式(3.3), 这意味着L在C∞0 (M)上是下有界的.
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