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Abstract 
For the α-Lüroth expansion, some metric properties, such as “0-1” law, iterated logarithm law of 
the digits are studied in this paper. As the extension of alternating-Lüroth expansion, the conclu-
sions in this paper include those of alternating-Lüroth case. 
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α-Lüroth展式若干度量性质 

李碧璇，兰  莎，沈陆明 

湖南农业大学信息科学技术学院，湖南 长沙 
 

 
收稿日期：2019年12月9日；录用日期：2019年12月26日；发布日期：2020年1月2日 

 
 

 
摘  要 

对于α-Lüroth展式，在此篇文章我们研究了α-Lüroth展式的一些度量性质，获得了该展式数字“0-1”
律，基于该结果，得到了相应的重对数律，进一步完善了该展式的度量性质。作为交错Lüroth展式的推

广，该论文的结论包括了交错Lüroth的相应的结果。 
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1. 引言 

对单位区间上的划分 { }:nA nα = ∈N ，定义 α-Lüroth 映射 ( ) [ ] [ ]: 0,1 0,1L xα → 为： 

( )
, ,

:
0, 0

n
n

n

t x
x A n N

aL x
x

α

− ∈ ∈= 
 =

。 

这里 ( )n na Aλ= 为 nA α∈ 的 Lebesgue 测度， :n k
k n

t a
∞

=

= ∑ ，并且规定{ } 1n n
A

≥
依次从左至右顺序排列的

为左开右闭区间。按照该算法，任意的 ( ]0,1x∈ ，均可以展成如下形式的 α-Lüroth 展式： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
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2 1
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j
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l x l x l x

j i j
x t a t

∞
−

= ≤ ≤

 
= + −  
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这里，如果 ( )1
n

n
lL x Aα

− ∈ ，则 ( )n nl x l= ∈N，并且，如果对某个 x 满足 ( ) 0kL xα = ，则 ( ){ } 1n n
l x

≥
为有

限序列，除 1x = 外，有限序列的最后一项大于或等于 2 的整数。为了简便，我们通常用 [ ]1 2, , , kl l l
α

 表

示有限 α-Lüroth，用 [ ]1 2, , , ,kl l l
α

  表示无穷展式。 

对于该展式，一些基本的度量性质，如增长速度，逼近速度和数字频率可以通过 Birkhoff’s 定理[1]
得到。Lüroth 和交替 Lüroth 的情形就像连分式一样[2]-[7]。在本文中，我们考虑 α-Lüroth 展式“0-1”率

和重对数率。 
定理 1.1 令α 是指数 0 1θ< ≤ 的展式， ( )nφ 是定义于 N 上的正值函数，则： 

1) 如果
( )1

1
n nφ

∞

=
∑ 发散，则 ( ) 0Aλ = ,即 ( ] ( ) ( ){ }0,1 : . . 1nx l x n i o nλ φ∈ > = 。 

2) 如果
( )1

1
n nφ

∞

=
∑ 收敛，则 ( ] ( ) ( ){ }0,1 : . . 0nx l x n i o nλ φ∈ > = 。 

对任意的 ( ]0,1x∈ ，令 

( ) ( ) ( ){ }1max , ,n nL x l x l x=  。 

定理 1.2 令α 是指数 0 1θ< ≤ 的展式，对几乎处处的 [ )0,1x∈ ，有： 

( )log log
limsup 1

log log
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n

l x n
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−
= ， 

( )log log
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log log
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n

L x n
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−
= 。 

定理 1.3 令α 是指数 0 1θ< ≤ 的展式，对几乎处处的 [ )0,1x∈ ，有： 

( )log log
liminf

log log
n

n

l x n
n→∞

−
= −∞， 
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( )log log
liminf 0

log log
n

n

L x n
n→∞

−
= 。 

在整篇文章中，我们用 ( )λ ⋅ 表示 Lebesgue 测度， [ ]⋅ 表示取整数部分， ⋅ 表示一个集合的直径。 

2. 准备工作 

本节主要讨论 α-Lüroth 展式的一些基本性质。如需了解更多关于 α-Lüroth 展式的结果，可见参考文

献[1] [8]。 
定义 2.1 对每一个 k 阶正整数数组 1 2, , , kl l l ，定义 α-Lüroth 展式第 n 个柱集为： 

( ) [ ) ( ){ }1 2, , , : 0,1 : for 1k i iI l l l x l x l i k= ∈ = ≤ ≤ 。 

定义 2.2 令 { }: :nA nα = ∈N 是一个可数的单位分割，则： 

1) 若对于 1ρ > ，有
1

lim n

n
n

t
t

ρ
→∞

+

= ；则α 是扩张的； 

2) 如果分割α 的尾部满足幂律， ( )nt n n θψ −= ⋅ ，其中 :ψ +→N R 是一个缓变函数，则α 是指数 0θ >

的指数扩张的； 
3) 如果 n 充分大，我们有 1n na a+ ≤ ，则分割α 最终是递减的。 

引理 2.1 对任意的 ( ]0,1x∈ ，有： 

( )( ) ( )( )1 2
1

, , ,
k

k i
i

I l l l I lλ λ
=

=∏ ， 

这里 ( )λ ⋅ 表示 Lebesgue 测度。 
引理 2.2 令α 是指数 0θ > 且递减的扩张分割。对任意的 0 η θ< < ，存在 0N > ,使得当满足对于任意

的整数 n N> ，有： 
( ) ( )1 1

nn a nθ η θ η− + + − + −≤ ≤ ，                               (2.1) 

和 
( ) ( )

nn t nθ η θ η− + − −≤ ≤ 。                                (2.2) 

引理 2.3 令α 是满足
1

lim 1n

n
n

t
t

ρ
→∞

+

= > 的分割，则 

1

log
lim lim logn n

n n
n

a t
n t

ρ
→∞ →∞

+

= = − 。 

为了简单起见，我们可以假设(2.1)和(2.2)对于所有 1n ≥ 有分割α 从跳跃开始减小，即对于所有 1n ≥
有 1n na a+ ≤ 。这并不影响本文的研究。 

3. 主要结果的证明 

3.1. 定理 1.2 的证明 

我们令 ( ) logn n nφ = ，对于任意的 k 满足 kn n= ，这里我们有
2 1

kn k θ
 +  = 和 ( ) 0nφ = ，反之我们有

( )
2 12 1 logn n nθφ

θ

 +    = +    
。我们令 

log ,
0

k k k
n

k

n n k n n
a

n n
∈ =

=  ≠

N
。 
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注意到
( ) ( )1 1

1 1
n k kn nθ θφ φ

∞ ∞

= =

=∑ ∑ ，我们研究右上级数的收敛性。 

根据 Rabbe 判别法，我们可以有
( )2

2

1
2 logn n n θθ

∞

=

< +∞∑ 。 

通过定理 1.1，我们可以推断出如下的结论， 

( ] ( ){ }0,1 : . . 1n nx l x a i o nλ ∈ ≤ = 。 

则，我们可以有 

log log log log
log log log log

n nl n a n
n n

− −
≤ ， 

考虑到右端序列满足以 kn n= 为子序列。 

可以推断
log log

limsup 1
log log

n

n

a n
n→∞

−
= ，因此，我们推断出以下结果： 

log log
limsup 1

log log
n

n

l n
n→∞

−
≤ 。 

然后，我们令 ( ) ( )1logn n n εφ += ，和前面的一样我对门得到关于 ( ]0,1θ ∈ 的结论。 

log log
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log log
n

n

l n
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−
= 。 

因此，我们有 

log log
limsup 1

log log
n

n

L n
n→∞

−
= 。 

3.2. 定理 1.3 的证明 

为了证明序列 nl 的下限，我们首先得到同样的结论， 

log log
liminf

log log
n

n

l n
n→∞

−
≤ −∞。 

当 ( )1,θ ∈ +∞ 时，证明过程是相同的。然后，我们给出 nL 的“0-1”比率。 
我们回想起在 ( )1,θ ∈ +∞ 条件下定义的集合 Aγ ，我们定义序列 

( )log ,
0

k k k
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N
。 

对于任意的 0γ > ，取
2
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  = ，我们定义 ( )
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，回忆等式，我们有 
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因此，根 Fatou 引理，我们推断， 
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这里，我们取 nb 为 ( ){ }
1

log
n

n n γ

≥
的子序列。因此，我们用下面的方法计算上限， 
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因此，我们有 
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对于任意的 0γ > ，我们有 
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注意到这一点， 
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根据定理 1.1，我们有 

( ) ( )
1

log . . 0nL x n n i o n
τ
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。 

我们得到了 

log log
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对于任意的 0τ > 和 ( ]0,1θ ∈ ，我们有 
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−
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当时 1θ = ，这就是交替 Lüroth 展式的情形。 
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