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摘  要 

疫苗接种，是将疫苗制剂接种到人或动物体内的技术，使接受方获得抵抗某一特定或与疫苗相似病原的

免疫力，借由免疫系统对外来物的辨认，进行抗体的筛选和制造，以产生对抗该病原或相似病原的抗体，

进而使受注射者对该疾病具有较强的抵抗能力。流感病毒已经与人类共存了几个世纪，历史上一直是造

成过高发病率和死亡率的原因。由于与流感相关的疾病和高死亡率，本文建立具有接种和无症状传播的

两菌株传染病模型。首先分析了模型的动力学行为，包括两菌株的基本再生数、无病平衡点的存在性和

稳定性，同时基于实际数据进行灵敏度分析。 
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Abstract 
Vaccination is the technology of vaccinating vaccine preparations into human or animal bodies, so 
that the recipient can obtain immunity against a specific or similar pathogen with the vaccine. 
Through the identification of foreign substances by the immune system, antibody screening and 
manufacturing are carried out to produce antibodies against the disease or similar pathogens, so 
that the injected person has a strong resistance to the disease. Influenza viruses have coexisted 
with humans for centuries and have historically been the cause of excessive morbidity and mor-
tality. Due to influenza-associated illness and high mortality, a two-strain infectious disease model 
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with inoculation and asymptomatic transmission was developed. Firstly, the kinetic behavior of 
the model was analyzed, including the basic regeneration number of the two strains, the existence 
and stability of the disease-free equilibrium point, and the sensitivity analysis was carried out 
based on the actual data. 
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1. 引言 

流感病毒主要通过空气中的飞沫、易感者与感染者之间的接触或与被污染物品的接触而传播。一般

秋冬季节是其高发期。人流感主要是甲型流感病毒和乙型流感病毒引起的。由于与流感相关的疾病和高

死亡率，流感病毒的两种机制，转移和漂移过程，使它们能够逃避宿主免疫系统的识别。抗原漂移通过

剧烈改变病毒表面的蛋白质分子(HA 和 NA)产生新的亚型，而抗原漂移通过点突变不断改变蛋白质分子，

产生新的毒株。对于恶性疟原虫，不同抗原类型的考虑可能会导致基本繁殖比估计值的数量级差异。以

登革热病毒为例，菌株模型显示了在菌株之间增强的情况下如何产生复杂的行为。显然，数学模型为深

入了解疾病的传播和控制提供了有效的工具。两菌株传染病模型由来已久，早期 May 等人提出了两菌株

传染病模型。随后更多的学者关注于研究两菌株的竞争排斥、菌株共存等现象[1]，其动力学分析手段和

理论结果可以推广到多菌株传染病模型的研究。两菌株传染病数学建模与动力学结果可以帮助我们很好

地理解超级感染[1] [2]、菌株更替等现象。如文献[3]都做出了详细的动力学研究[4] [5]。在两菌株模型中

考虑超级感染、共同感染，以便于精确刻画病毒进化和疾病传播。预防接种是把疫苗(用人工培育并经过

处理的病菌、病毒等)接种在健康人的身体内使人在不发病的情况下，产生抗体，获得特异性免疫。疫苗

在保护人类健康方面的作用是不容忽视的，它使人类在面对传染病的威胁时能化被动为主动，且在降低

死亡率和提高人均预期寿命方面，也发挥了不可替代的作用。Gao 等[6] [7]研究了含疫苗接种的两菌株传

染病模型的后向分支问题[8]，研究了感染年龄两菌株传染病模型的菌株共存问题、一致持续性问题等。

在[7]的两菌株传染病模型中引入部分保护的疫苗接种和隔离等防控手段并构建最优控制问题，运用敏感

性分析方法[9]探索不完善的流感疫苗接种和抗病毒模型，并制定相关的最优控制问题。作者得出结论，

接种疫苗和治疗可以减少这种疾病初步的疾病传播和流行表明，基本再生数为对疾病的传播率最为敏感。

并对传输速率进行了控制临床病人的康复率是阻止流感疫情蔓延的关键。针对不同菌株的控制策略。两

菌株传染病模型相较于单菌株传染病模型，结构更加复杂，但也具有更丰富的动力学行为和研究意义。 
针对菌株更替现象，本文将构建一类含疫苗接种的两菌株传染病模型，在分析该两菌株传染病模型

动力学性行为的基础上，进一步与香港的实际数据相结合，进行参数估计，以期望给出更好的理论结果

并解释菌株更替现象。 
本文考虑两类菌株在人群中传播，接种疫苗后仅对第 i 类菌株免疫而对第 ii 类菌株部分免疫，个体

感染菌株 i 之后将经历潜伏期、无症状期、有症状期和康复四个阶段，个体感染菌株 ii 之后经历感染期

和康复两个阶段，康复之后部分转移到易感者类部分转移到疫苗接种者类。由此将总人口分为 7 类。易
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感者类、接种者类、感染菌株𝑖𝑖的潜伏者类、无症状感染者类、有症状感染者类和感染菌株𝑖𝑖𝑖𝑖的感染者类、

康复者类。 
本文的组织结构如下。第 2 节给出模型(2.1)的适定性和两菌株的基本再生数、无病平衡点存在性和

稳定性，在第 3 节结合数据和模型进行估计参数。分析基本再生数对参数的敏感性分析，确定参数的敏

感性。 

2. 模型建立 

由某种病毒株引起的流感流行期间，总人口𝑁𝑁(𝑡𝑡)被分为六个不相交的类别：易感者 ( )S t 、接种疫苗

者 ( )V t 、暴露者 ( )E t 、有症状感染者 ( )1I t 、无症状感染者 ( )A t 、第二株感染者 ( )2I t 和康复者 ( )R t 。假

设一个易感个体接触到该病毒后可能会或可能不会被感染，这取决于个体采取的防护措施。 ( )1i tλ 表示一

个易感者被感染的速率。通过潜伏期的情况将变得具有传染性(具有不同程度的传染性)，可以是无症状的

或有症状的。假设在疾病传播期内所考察地区的总人数不变，不考虑生死和迁移；详见流程图 1。所有

参数的详细在表 1 中。 
 

 
Figure 1. Flowchart of model (2.1) 
图 1. 模型(2.1)的流程图 
 

Table 1. Parameters of model (2.1) 
表 1. 模型(2.1)的参数 

参数 解释 值 来源
 

^ 新进入易感者的比率 μ * N 假设 

χ  接种疫苗后恢复的个体比例 -  

β1 菌株 1 的传播率 0.0145 假设 

β2 菌株 2 的传播率 - 拟合 

ε 菌株 1 疫苗效力 - 拟合 

p 无症状感染者传染性降低因子 0.208 假设 

ψ 易感个体接种疫苗的比率 - 拟合 

δ 暴露类的转换速率 0.0138 拟合 
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续表 

ρ 出现症状的比例 0.0809 拟合 

γ1 有症状感染自然痊愈率 0.0375 拟合 

γ2 无症状感染自然痊愈率 0.0502 拟合 

µ 自然死亡率 1/67.7 * 365 拟合 

γ 菌株 2 的自然痊愈率 - [5] 

 
根据图 1 的流程图，该模型可以用以下常微分方程组来描述：  
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其中 

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )

1 1 2
1 1 2 2, .i i

I t pA t I t
t t

N t N t
λ β λ β

+
= =  

注意到，总体规模 ( )N t 满足这个方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 ,N t S t V t E t I t A t I t R t= + + + + + +  

( ) ( )N t N tµ′ = Λ −  

同时当 t →∞， ( )N t
µ
Λ

→ ，模型(2.1)的可行区域为 

( ) 7
1 1 2 1 1 2, , , , , , :S V E I A I R S V E I A I R

µ+
 Λ

Ω = ∈ + + + + + + ≤ 
 

�  

无病平衡点与基本再生数 

定理 2.1 模型(2.1)的无病平衡点为 ( )0 0 0, ,0,0,0,0,0S V= ，
( )

0 0 0, .S V Sψ ψ
µ ψ µ µ µ ψ
Λ Λ

= = =
+ +

 

在无病平衡点处的总人口 0 0 0N S V= + ，基于基本再生数的思想[2]，可得到模型(2.1)的基本再生数为 
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{ }0 1 2max , ,=    

其中， 
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定理 2.2 当 0 1> 时模型(2.1)的无病平衡点时局部渐近稳定的，反之，则不稳定。 
证明 对模型(2.1)进行无量纲化，即令 
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其中， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 2 2 2, .i it i t pa t t i tλ β λ β= + =  

进而，模型(2.3)的无病平衡点为 ( )0 0 0, ,0,0,0,0,0s v= ，其中 0 ,s µ
µ ψ

=
+

 

0 .v ψ
µ ψ

=
+

 

利用雅可比矩阵证明了模型(2.3)的无病平衡 0 是局部稳定的。 
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因此，雅可比矩阵 0J

的特征值为 ( )1 2 3, ,λ µ λ µ λ µ ψ= − = − = − + ， ( ) ( )0 0

4 2 21s vλ β ε β γ µ= − − − + + ，

而其他三个特征值[9]可以通过以下三次方程得到， 

3 2
1 2 3 0d d dλ λ λ+ + + =                                 (2.3) 

其中 
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如果 0 1< ，我们有 2 30,  0d d> > 和 1 2 3 0d d d− > 。根据赫尔维兹判据，我们得到等式(2.2)的所有根

都有负实部，并且(2.1)雅可比矩阵 0
 的所有特征值都有负实部。当 0 1< 时， 模型(2.1)的无病平衡 0

是局部渐进稳定的。 

3. 灵敏度分析 

注意到，模型(2.1)的基本再生数为 
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为了更清楚地了解参数对模型(2.1)动力学的影响，我们将对参数进行灵敏度分析[10]。 
研究 1R ，相对于ι 的灵敏度分析，其中 ( )1 1 2, , , , ,ι β ρ δ γ γ ψ∈ 。则有 
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有六种情况： 
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计算各个参数的灵敏度，见表 2。 
 

Table 2. Model (2.1) sensitivity analysis of R1 
表 2. 模型(2.1)关于 R1参数的灵敏度分析 

参数  1β  δ  ρ  1γ  2γ  ψ  

取值  0.0145 0.0138 0.0809 0.0375 0.0502 0.0064 

灵敏度  1.0000 1.0000 1.9758 −0.3612 −0.8537 −0.9938 

 
经过以上分析可得， ρ ， 1γ ， 2γ ，ψ 为敏感参数。 
研究 2R 相对于ι 的弹性指数，其中 ( )2 , , ,ι β ψ γ λ∈ 。则有 

2
2

2

ι ιε
ι

∂
=

∂



 

有四种情况： 
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计算各个参数的灵敏度，见表 3。 
由此可得，当 2I 取参数 0.0001,0.0005,0.01ψ = 时，从图 2 中可以看出，ψ 越大， 2I 的峰值越小；当

2I 取参数 0.94,0.95,0.96ε = 时，从图 2 中可以看出， ε 越大， 2I 的峰值越小。 
由上述分析 ,ψ ε 为敏感参数。 
在确定敏感参数的基础上，可以为最优控制提供理论基础，对敏感参数进行控制，可以达到最好的

控制效果。 
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Table 3. Model (2.1) sensitivity analysis of R2 
表 3. 模型(2.1)关于 R2参数的灵敏度分析 

参数 2β  ψ    γ  

取值 6.0804 0.0001 0.95 1.7686 

灵敏度 1.0000 −0.0001 −2.1111 −1.0000 

 

 
Figure 2. The impact of the value on model 
图 2. 参数取值对模型的影响 

4. 结语 

无症状感染者是指无相关临床症状，呼吸道等标本病毒病原学(通常指核酸检测)或血清特异性免疫球

蛋白 M (IgM)抗体检测阳性者本文着重研究具有无症状传播的两菌株传染病模型的动力学系统。由于无

症状感染者无任何明显的症状与体征，其在人群中难以被发现，其导致的传播也难以预防。 
同时，症状轻微或不典型者可能认为自己没有感染病毒，不主动去医疗机构就诊，在日常的诊疗工

作中难以被发现。因而，本文首先构建模型并证明了模型的相关动力学结果。证明了当 0 1< 模型在无

病无控平衡状态下的局部渐近稳定性以及当 1= 时，模型在无病无控平衡状态下的全局渐近稳定性参数

结果进行了全局敏感性分析，以此来确定敏感参数，更好的分析模型的动力学系统。 
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