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摘  要 

本文建立和分析了一类具有隐性传染和有限医疗资源的手足口病模型，计算了疾病的基本再生数，证明

了无病平衡点的稳定性，讨论了地方病平衡点的存在性。通过利用中国大陆2022年1月至12月的手足口

病月数据进行拟合，分析得到提高感染者的就医率和增加医院的床位数可有效控制疾病的传播。 
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Abstract 
This article establishes and analyzes a model of hand, foot, and mouth disease with recessive in-
fection and limited medical resources, calculates the basic regeneration number of disease, proves 
the stability of the disease-free equilibrium point, and discusses the existence of endemic disease 
equilibrium points. By fitting the monthly data of HFMD in Chinese Mainland from January to De-
cember 2022, the analysis shows that improving the medical attendance rate of infected people 
and increasing the number of beds in hospitals can effectively control the spread of disease. 
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1. 引言 

手足口病是由多种肠道病毒引起的常见传染病[1]，其中以柯萨奇病毒 A16 型和肠道病毒 71 型为最

常见的致病菌株。该病通常发生在 5 岁以下儿童，个体感染手足口病后，一般在 3 至 7 天后表现出症状，

7 至 10 天后完全恢复。患者主要症状表现在口腔、手掌和足心出现疱疹和溃疡，全身症状伴有发热、头

疼、食欲不振等，严重者可导致死亡，此外，有些患者可能不表现出任何症状。手足口病最早于 1957 年

在新西兰报道，之后逐渐在世界范围内广泛流行。 
目前，手足口病仍然对儿童的身心健康造成威胁。从中国疾病预防控制中心查阅到，2014 年手足口

病年病例数达 278 万，死亡 501 人，2018 年患者达 235 万，死亡 35 人，幸运的是 2016 年成功研发出手

足口病疫苗，自接种以来，患病人数明显下降，但仍然维持在 100 万左右，如图 1 和图 2 所示。影响手

足口病的另一个原因是中国各地区的医疗资源分配不均，从统计年鉴中查询到华东地区拥有 2.26 万张病

床数，而东北地区仅有 0.79 万张(如图 3)，巨大的差异导致儿童在患病时无法及时就医，使得患者无法在

短时间内得到有效治疗。 
关于手足口病模型的研究目前非常多，请参考文献[2] [3] [4]，Ma 等将手足口病患者分为感染者和隐

性感染者(不表现出任何症状)，并利用山东省手足口病病例数研究了季节性传播，认为隐性感染者在手足

口病的传播中起着重要的作用，仅仅对感染者进行隔离并不是控制疾病的有效措施。Wang 和 Xiao 研究

了隐性传染和受污染环境病毒感染的模型，若考虑隐性感染者，那么疾病将会持续，若不考虑隐性感染

者，疾病就会消亡，因此隐性感染者对手足口病的影响不可忽视。接着 Wang 和 Xiao 通过纳入环境中病

毒的间接传播率、周期性传播率和疫苗接种率来考虑手足口病，并且还考虑了隐性感染者的影响，结果

表明加强疫苗接种和环境的频繁清洁是控制手足口病感染的有效措施。 
当疾病大规模爆发时，可能会导致感染人数超过当地医疗资源的承载能力，把有限医疗资源考虑

到模型中分析疾病的传播是可行的，请参考文献[5] [6]，Shan 和 Zhu 建立了一个具有有限医疗资源的

SIR 模型，研究表明保持足够的医院床位数对控制疾病很重要。刘等人考虑了媒体报道效应和有限医疗

资源对疾病的影响，结果表明媒体报道的覆盖率越高或医院收治病人的容纳量越大，对疾病的控制越

有效。 
本文建立一个具有隐性传染和有限医疗资源的手足口病模型，研究中国大陆手足口病模型传播。首

先计算了模型的基本再生数，证明了无病平衡点的稳定性，接着讨论了地方病平衡点的存在性，最后利

用中国大陆 2022 年 1 月至 12 月的手足口病月数据进行拟合，通过数值模拟来展示不同控制措施对手足

口病传播的影响。 

2. 模型建立 

本文将考虑手足口病 5 岁以下儿童，将人群分为：易感者(S)，潜伏者(E)，显性感染者(I)，隐性感染 
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Figure 1. Number of reported cases of hand, foot, and mouth disease from 2008 to 2022 
图 1. 2008~2022 年报道的手足口病病例数 

 

 
Figure 2. Reported deaths from hand, foot, and mouth disease from 2008 to 2022 
图 2. 2008~2022 年报道的手足口病死亡数 

 

者(Ie)，住院治疗者(H)，恢复者(R)，在模型中，易感者通过与显性感染者和隐性感染者接触后先进入潜

伏期，在潜伏期之后表现出症状的为显性感染者，不表现出任何症状的为隐性感染者，而显性感染者一

部分儿童因病情严重需要住院治疗，而隐性感染者不表现症状，但具有传染性。接着利用住院率函数

( )1rI H K− 来刻画有限医疗资源对手足口病传播的影响，r 代表感染者的就医率，K 代表医院的病床总

数，当病床数充足时，即 H K< ，可以保证感染者及时就医治疗；当 H K= 时，住院人数和医院床位数

相等；当 H K> 时，医院床位数受到限制，病人将不能住院治疗。 
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Figure 3. Number of child beds by region 
图 3. 各地区儿童病床数 

 

其中所有参数均是正常数，并且参数及意义如下： Λ表示人口出生率，d 表示自然死亡率， 1β 表示

易感者与显性感染者接触的传染率， 2β 表示易感者与隐性感染者接触的传染率，ρ 表示显性感染者的比

例，1 η 表示疾病平均潜伏期， 1γ 表示显性感染者的恢复率， 2γ 表示隐性感染者的恢复率， 3γ 表示住院

治疗者的恢复率， 1δ 表示显性感染者的因病死亡率， 2δ 表示住院治疗者的因病死亡率。建立的模型用以

下微分方程描述： 
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因此 

( )lim sup
t

N t
d→+∞

Λ
≤

 

所以集合： 

( ){ }6, , , , , : 0 ,0 .e eD S E I I H R S E I I H R d H K+= ∈ ≤ + + + + + ≤ Λ ≤ ≤

 

是系统(1)的正不变集。 

通过求解可知，系统(1)总存在无病平衡点 ( )0 0 , 0,0,0,0,0E S= ，其中 0S d= Λ ，下面通过 Driessche and 
Watmough 的下一代矩阵演绎法[7]，计算系统(1)的基本再生数如下： 

( )( )
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3. 地方病平衡点的存在性 

本节中，将研究系统(1)地方病平衡点的存在性，令系统(1)的等式左边等于 0，通过计算可得到关系

式： 

* * *
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其中 
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−
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将上述 * * *, , eS E I 表达式代入系统(1)的第二个等式中，得到一个关于 *I 的一元三次方程： 

( ) ( ) ( )3 2

0 1 2 3 0f I a I a I a I a∗ ∗ ∗ ∗= + + + =  

其中 
2 2 2

0 1 4 2 4 0a r M B r M ABβ β= + >  
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( )2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 3 1 3 2 1 3 1 3 01a dK M M B K M K M M A dK M M B Rβ β= − Λ − Λ = −  

其中 

4 1 1,M
dBd η

ρη
δ γ=

+
=+ +  

对 ( )f I ∗ 关于 *I 求导可得 

( ) ( )2

0 1 23 2f I a I a I a∗ ∗ ∗′ = + +  
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令 ∆为 ( ) 0f I ∗′ = 关于 *I 的判别式，则有 

( ) ( )2
1 0 22 4 3a a a∆ = −  

由根与系数之间的关系以及 ( )f I ∗′ 的符号，有以下结果： 
一、当 0∆ > ，即 ( )f I ∗′ 有两个实根 * *

1 2,I I ，其中 

1 1

0 0

* *
1 2

2 2
6 6

,  a a
a a

I I− − ∆ − + ∆= =  

1、当 1 0a < ，即 * *
1 20 I I< < ，有： 

(a) 3 0a < ，即 0 1R > 时， 
(ⅰ) 若 ( ) ( )* *

1 20, 0f I f I′ ′> < ，那么 ( ) 0f I ∗ = ，会有三个正根 3 4 5, ,I I I∗ ∗ ∗，且满足 3 4
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5
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(ⅳ) 若 ( ) ( )* *
1 20, 0f I f I′ ′> > ，那么 ( ) 0f I ∗ = ，只有一个正根 *

3I ，且满足 13
* *I I< ； 

(ⅴ) 若 ( ) ( )* *
1 20, 0f I f I′ ′< < ，那么 ( ) 0f I ∗ = ，只有一个正根 *

5I ，且满足 5
* *
2I I< 。 

(b) 3 0a ≥ ，即 0 1R ≤ 时， 
(ⅰ) 若 ( )*

2 0f I′ < ，那么 ( ) 0f I ∗ = ，会有两个正根 4 5
* *,I I ，且满足 * * *

24 5I I I< < ； 
(ⅱ) 若 ( )*

2 0If =′ ，那么 ( ) 0f I ∗ = ，只有一个正根 4 5
* *I I= ，且满足 * * *

24 5I I I= = 。 
2、当 1 0a = ，即 * *

1 20I I< < ，有： 
(a) 3 0a ≥ ，即 0 1R ≤ 时， 
(ⅰ) 若 ( )*

2 0If <′ ，那么 ( ) 0f I ∗ = ，会有两个正根 4 5
* *,I I ，且满足 * * *

24 5I I I< < ； 
(ⅱ) 若 ( )*

2 0If =′ ，那么 ( ) 0f I ∗ = ，只有一个正根 4 5
* *I I= ，且满足 * * *

24 5I I I= = 。 
(b) 3 0a < ，即 0 1R > 时，那么 ( ) 0f I ∗ = ，只有一个正根 *

5I ，且满足 5
* *
2I I< 。 

3、当 1 0a > ，即 * *
1 2 0I I< < ，且 0 1R > 时，那么 ( ) 0f I ∗ = ，只有一个正根 5I ∗ ，且满足 *

2 5I I ∗< 。 
二、当 0∆ = ，即 ( )f I ∗′ 有一个重根 * *

1 2I I= ， 
1、当 1 0a < ，即 * *

1 20 I I< = ，且 0 1R > 时，那么 ( ) 0f I ∗ = 有一个正根 6I ∗ ； 
2、当 1 0a > ，即 * *

1 20 I I> = ，且 0 1R > 时，那么 ( ) 0f I ∗ = 有一个正根 6I ∗ ； 
三、当 0∆ < ，即 ( )f I ∗′ 没有实根，且 0 1R > ，那么 ( ) 0f I ∗ = 有一个正根 7I ∗ 。 
定理 1 系统(1)地方病平衡点的存在性有以下结果成立。 

1、当 0∆ > ，即 ( )f I ∗′ 有两个实根 * *
1 2,I I ，那么有以下结果： 

(a) 当 1 0a < ， 0 1R > ， ( ) ( )* *
1 20, 0f I f I′ ′> < 时，那么系统(1)有三个地方病平衡点； 

(b) 当 1 0a < ， 0 1R > ， ( ) ( )* *
1 20, 0f I f I′ ′= < 时，那么系统(1)有两个地方病平衡点； 

(c) 当 1 0a < ， 0 1R > ， ( ) ( )* *
1 20, 0f I f I′ ′> = 时，那么系统(1)有两个地方病平衡点； 

(d) 当 1 0a < ， 0 1R > ， ( ) ( )* *
1 20, 0f I f I′ ′> > 时，那么系统(1)有一个地方病平衡点； 

(e) 当 1 0a < ， 0 1R > ， ( ) ( )* *
1 20, 0f I f I′ ′< < 时，那么系统(1)有一个地方病平衡点； 

(f) 当 1 0a ≤ ， 0 1R ≤ ， ( )*
2 0f I′ < 时，那么系统(1)有两个地方病平衡点； 

(g) 当 1 0a ≤ ， 0 1R ≤ ， ( )*
2 0f I′ = 时，那么系统(1)有一个地方病平衡点； 

(h) 当 1 0a ≥ ， 0 1R > 时，那么系统(1)有一个地方病平衡点。 
2、当 0∆ = ，即 ( )f I ∗′ 有一个重根 * *

1 2I I= ，且 1 0a ≠ ， 0 1R > 时，那么系统(1)有一个地方病平衡点。 
3、当 0∆ < ，即 ( )f I ∗′ 没有实根，如果 0 1R > ，那么系统(1)有一个地方病平衡点。 
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4. 无病平衡点的稳定性 

4.1. 局部稳定性 

定理 2 对于系统(1)，当 0 1R < 时，无病平衡点 0E 是局部渐近稳定的。 
证明 系统(1)在 0E 处的雅可比矩阵是 
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其特征方程为 
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对应的特征根为 d− ， ( )2 3d δ γ− + + ， d− 和以下方程的根 
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注意到 1 0A > ，若 0 1R < ，则 1 21, 1R R< < ，即 32 , 0A A > ，并得到 
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d d d R

d r d d r

η δ γ η δ γ

η γ η γ

δ γ γ η γ δ γ

− = + + + + + + + + −

+ + + + + −

+ + + + + + + + + +

 

当 0 1R < 时， 1 21, 1R R< < ，所以 1 2 3 0A A A− > ，因此由 Hurwitz 判据[8]可知， ( ) 0E λ = 的根均具有负

实部，即当 0 1R < 时，无病平衡点 0E 是局部渐近稳定的。 

4.2. 全局稳定性 

定理 3 若 0 1R < ，系统(1)的无病平衡点 0E 是全局渐近稳定的。 
证明 构造 Lyapunov 函数： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 2 1 0 1 1 2 0 er rV t d d E t d S I t d S I tγ δ γ γ β δ γ β= + + + + ++ + + ++ ，则 ( )V t 沿系统(1)的
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全导数为 

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 1 1 1 2 1 1 2

2 1 1 2 1 0

2 1 0 1 1 2 1 0

d
d e

V t
d d SI d d SI

t
d d d E d S E

d S d I

r r

r

d S rI Hr K

γ δ γ β γ δ γ β

γ δ γ η γ β ρη

γ β δ γ γ β

+ += + + + + + + +

− + + + + + +

− +

+

++ + + +

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )

2 0 2 0

1 0 2 0

1 1 1 1 2

2 1 1 2 1 1

0

1

1

1

eS E S I

S S E

d d d

d d d d

r

rd

R

r

E

r β ρ η β

β ρη β ρ η

δ γ δ γ γ

γ δ γ η γ δ γ

−

−

+ + + − + + +

 ≤ + + + + − + + + + 

+



=

+

−

+

+

 

因此当 0 1R < 时，
d
d

0V
t
< ，且仅 0 , 0S S H= = 时成立，所以根据 LaSalle 不变理论及极限方程理论[9]，

无病平衡点 0E 是全局渐近稳定的。 

5. 数值模拟 

本文从中国疾病预防控制中心官网(见 http://www.chinacdc.cn/链接)获取了 2022 年 1 月至 12 月的手

足口病病例数，并将该数据与系统(1)进行拟合。通过查阅中国统计年鉴(见 http://www.stats.gov.cn 链接)，
计算了 2022 年平均每月新增人口数大约为 79.6 万人；自然死亡率约为 1/78.3 = 1.28 × 10−2。该年手足口

病死亡 6 人，患病总人数为 68.52 万人，所以因病死亡率为 1.46 × 10−6。手足口病的平均潜伏期约为 4 天；

患者在感染手足口病后平均恢复时间为 8.5 天。其他参数值通过使用最小二乘法拟合得到，如表 1，估计

的初始值见表 2。系统(1)对 2022 年中国大陆报告手足口病病例拟合程度见图 4。 
 
Table 1. Parameter values and sources 
表 1. 参数取值及来源 

参数 取值 来源 参数 取值 来源 

Λ  796,000 Data d 1.28 × 10−2 Data 

1β  2.1 × 10−7 Fitted 2β  5 × 10-8 Fitted 
ρ  0.12 Fitted 1 η  4/30 Data 

1γ  3.5293 Data 2γ  3.5293 Data 

3γ  3.5293 Data 1δ  1.46 × 10−6 Data 

2δ  1.46 × 10−6 Data r 0.8 Fitted 

K 2 × 105 Fitted    
 
Table 2. Initial values and sources 
表 2. 初始值及来源 

初值 取值 来源 初值 取值 来源 

S(0) 7 × 107 Data E(0) 8 × 104 Assumed 

I(0) 44183 Data Ie(0) 6 × 104 Assumed 

H(0) 2 × 104 Assumed R(0) 0 Assumed 
 

下面利用偏秩相关系数分析各参数对 R0 的影响，图 5 中 PRCC 值为正表示该参数增加时 R0 会增大，

为负值表示该参数增加时 R0 会减小。图中显示就医率 r 与 R0 高度负相关，接下来将考虑就医率对疾病传
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播的影响。 
 

 
Figure 4. Fitting results of system (1) and data reported in Chinese Mainland from 
January to December 2022 
图 4. 系统(1)与中国大陆 2022 年 1 月至 12 月报道数据的拟合结果 

 

 
Figure 5. The relevant parameters of system (1) are related to the PRCC value of R0 
图 5. 系统(1)的相关参数关于 R0的 PRCC 值 

 

从图 6 和图 7 可以看出，就医率从 0.7 提高到 0.9 时，感染者的峰值从 122,600 降到 108,600，即峰
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值下降 11.4%，而住院治疗者的峰值从 21,480 上升到 23,800，即峰值上升 10.8%，这表明在感染手足口

病后，及时就医可以确保更多患者得到治疗。 
 

 

Figure 6. The impact of different medical treatment rates on overt infected individuals 
图 6.不同就医率对显性感染者的影响 

 

 
Figure 7. The impact of different medical treatment rates on hospitalized patients 
图 7. 不同就医率对住院治疗者的影响 
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因此提高公众对感染手足口病后及时就医的意识可有效控制手足口病的传播。建议相关部门可以通

过互联网平台，学校讲座以及社区宣传等多种方式提高公众对手足口病的认识，其中包括手足口病出现 
 

 
Figure 8. The impact of hospital bed counts on overt infected individuals  
图 8. 医院床位数对显性感染者的影响  

 

 
Figure 9. The impact of hospital bed count on hospitalized patients 
图 9. 医院床位数对住院治疗者的影响 
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的症状，治疗方法，预防措施等，同时在手足口病高发季节，如夏季和秋季，增设临时诊所，便于患者

在发病时能够及时治疗。 

从图 8 和图 9 中可以看出医院床位数从 100,000 增加至 300,000 时，感染者的峰值从 120,300 降到

112,400，即峰值下降 6.6%，而住院治疗者的峰值从 21,280 升到 23,290，即峰值上升 9.4%，这表明增加

床位数能够接纳更多患者进行治疗，从而保障儿童的健康，并有效降低其他儿童感染手足口病的风险。 
医院床位数是衡量有限医疗资源的一个指标，由图 3 中统计的数据可知中国大陆各个地区的儿童病

床数存在较大差异，在手足口病大规模爆发情况下，如果床位数不足，可能会导致一些重症患者无法住

院治疗。因此，希望政府可以优化医疗资源分配，以确保在手足口病高发期，医院有足够的床位去接纳

重症患者。 

6. 总结 

本文建立了具有隐性传染和有限医疗资源的手足口病模型。计算了疾病的基本再生数，得到了无病

平衡点的稳定性条件，并讨论了地方病平衡点的存在性。利用中国大陆 2022 年 1 月至 12 月的月数据进

行拟合，通过分析发现提高就医率可确保更多患者及时就医，增加医院床位数可使医院接纳更多患者，

保证他们能够及时治疗，因此准备充足的医疗资源可有效控制手足口病的传播。 
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