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摘  要 

GBR参数估计是求解未标定光度立体技术的一般方法。本文针对GBR参数估计中模糊深度不连续的问题，

引入具有保持深度不连续的各向异性扩散全变分做正则建立新的变分模型，并运用具有超线性收敛的拟

牛顿法对模型进行求解。实验表明各向异性扩散全变分方法能有效降低法线误差，提高深度图不连续，

且拟牛顿法求解该模型所用时间远低于EM方法和DM方法。 
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Abstract 
GBR parameter estimation is a general method for solving uncalibrated photometric stereoscopic 
technique. In order to solve the problem of fuzzy depth discontinuity in GBR parameter estima-
tion, a new variational model is established by introducing the anisotropic diffusion total varia-
tional model with depth discontinuity, and the quasi-Newton method with superlinear conver-
gence is used to solve the model. Experiments show that the anisotropic diffusion total variation-
al method can effectively reduce the normal error and improve the discontinuity of depth map, 
and the time of quasi-Newton method to solve the model is much lower than that of EM method 
and DM method. 
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1. 引言 

三维重建是指由二维图像得到三维场景的非接触式的重建过程，有很高的实用价值，如应用于医学

影像、文物数字化和虚拟现实等[1]。光度立体三维重建是利用同一视角具有不同光度信息的图像进行物

体表面恢复的方法，光照信息未知的光度立体问题称为未标定光度立体问题。若图像通过正交投影获得，

Hayakawa [2]表明可以在这一问题中应用奇异值分解法(Singular value decomposition, SVD)，再增加表面

可积性约束条件，则模糊性减小为通用浅浮雕(Generalized bas-relief, GBR)模糊性[3]。在未知光源条件下，

使用正交投影会产生 GBR 问题，使用透视投影不会产生相同问题[4]，因此透视投影模型可以解决 GBR
模糊性问题，但是该模型比远光源的正交投影模型复杂得多，且计算困难。因此，GBR 参数估计是未标

定光度立体问题的一般解决方向。 
Alldrin 等人[5]通过最小化反照率分布的熵值求解 GBR 参数。Favaro 和 Papadhimitri [6]利用局部漫

反射最大值解决 GBR 歧义。Yvain Quéau [7]通过法向量场的全变分(Total Variation, TV)最小化来估计

GBR 参数，提高了重建精度。 
GBR 参数估计是解决未标定光度立体模糊性问题的关键方向，其仍是一个有待研究的问题。TV 最

小化广泛应用于图像去噪领域[8]，已取得很大进展，其特点是能很好的保持边缘特性，所以可以应用到

三维重建领域。本研究借鉴 Yvain Quéau 等人的思想，在 GBR 模糊性的基础上引入深度函数 u 的 TV 最

小化，利用深度正则化估计 GBR 参数，从而提出了基于各向异性全变分(Anisotropic Total Variation, ATV)
的三维重建模型，提高了重建精度。 

2. GBR 变换 

在正交投影下的未标定光度立体问题中，光源信息未知，此时需要同时估计法向量和光源信息。这

是一个不适定问题，这一不适定问题可以减小为 GBR 模糊性。 
GBR 模糊性是指当从某一特定角度观察物体时，不能对物体进行准确的深度估计。当使用正交投影

观察一个具有朗伯反射率的物体时，其深度的确定会存在歧义。对于物体和通过 GBR 变换后的物体，选

择不同的光照角度，这两种不同的物体在某些视角下可以得到完全相同的图片。 
记 I 为图像灰度矩阵，矩阵中每一列为在不同光照信息下得到的图像灰度值， ( ) ( )T

, , ,x y zn x y n n n= 是

像素点 ( ),x y 的表面法向量，ρ 是将像素点的反照率按列排列的向量生成的对角矩阵，N 是像素点的归一

化法向量排成的矩阵， iL 是第 i 个光源向量， 1,2, ,i m=  ，其中 3m ≥ 是光源数量，L 是这些光源排列成

的光照矩阵，令 M Nρ= ，则 I 可表示为 
.I ML=                                          (1) 

将 I 应用 SVD 方法进行主成分分析，仅取前三个最大的奇异值及其对应的特征向量，这样可以保留
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矩阵的主特征，则图像矩阵 I 可表示为 
T ,I UDV=                                        (2) 

其中， 3RU R ×∈ ， 3 3D R ×∈ ， 3mV R ×∈ ，R 为像素点总数量。记 P 和 Q 是满足 TPQ D= 的两个 3 × 3 矩阵，则

存在无穷多个这样的 ( ),P Q 矩阵，此时得到法向量值和实际值相差的一个 3 × 3 参数的可逆线性变换 A，即： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1T 1 11 1T ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,I UP QV ML M AA L M A A L− −= = = =                      (3) 

其中 ( )1 1ˆ , ˆM L 是 M̂ 和 L̂ 的一组解。假设表面连续，即在此基础上增加表面可积性约束，则有 A G= ，

1 1A G− −= ，即可以将此线性变换模糊性减少为 GBR 模糊性。GBR 矩阵及其逆矩阵为： 

1 1

1 0 01 0 0 0 1 00 1 0 , .1A G A G µ ϑµ ϑ λ
λ λ λ

− −

     = = =     − −  

=


                       (4) 

3. 基于各向异性 TV 的 GBR 参数估计 

3.1. 基于各向异性 TV 的 GBR 参数估计模型 

基于 L1 范数的各向异性全变分定义为： 

( ) ( )d .x yATV u u u X
Ω

= ∇ + ∇∫                                (5) 

Yvain Quéau 分别观察了 ,µ ϑ 和 λ 对 ( )TV u 的影响，当观察其中一个参数的影响时，固定其他两个

参数为实际值，发现 µ和ϑ 越接近实际值时， ( )TV u 的值越小。ATV 的特性是可以更好地保留物体的边

缘结构信息，因此本文考虑通过深度场的 ATV 最小化估计 µ和ϑ 。 
GBR 变换影响深度及其梯度的变化，假设深度函数 ( , )u x y 分段两次可微，则几乎处处满足可积性约

束 xy yxu u= 。Yuille 和 Snow 提出了在最小二乘的意义上 M 场满足可积性约束且 M 和 L 满足朗伯体定律

的一个封闭解[9]，称为 ( )0 0,M L ，取其作为初始解，用 ( )0 ,u x y 表示这一方法估计的法向量场 0N 积分得

到的深度场，其中， ( )0 0 0 0
1 2 3, ,M M M M= ， ( )0 0 0 0

1 2 3, ,N N N N= 。 
在 GBR 变换的作用下， 0M 经变换后得到的 M 场为： 

( )0 0 0 0 0
1 3 2 3 3, , .M M M M M Mµ ϑ λ= + +                              (6) 

对应的深度 u 的梯度场为： 
T0 0

1 2
0 0
3 3

1 , .M Mu
M M

µ ϑ
λ
 

∇ = − + + 
 

                               (7) 

令 ( )( )T0 0, , ,U x y u x y= ， ( ) ( )1, , , ,1g µ ϑ λ µ ϑ
λ

= − − ， ( ), ,g µ ϑ λ 对应 1G− 矩阵的第三行元素，则通过

简单的微积分得到 GBR 变换下的深度函数： 

( ) 0, .,u g Uµ ϑ λ=                                     (8) 

GBR 参数的估计可以描述为(9)式： 

( )
( ) 2

2

2

arg min ,

, ,1
min

ˆ

.
1

x y

u ATV u

u u
ML I L L I

u
ρ

=

−∂ −∂
− = − =

∇ +

                         (9) 
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由于 ( )( ) ( )( ) 22 20 0 0 1 0ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ, , , ,M L I M G G L I ML Iµ ϑ λ µ ϑ λ−− = − = − ，因此，已知 

( ) 20 0
0 0

02

, ,1
min

1
x yu u

L I
u

ρ
−∂ −∂

− =
∇ +

，则有
( ) 2

2

, ,1
min

1
x yu u

L I
u

ρ
−∂ −∂

− =
∇ +

。 

由于 λ 的符号与物体的凸性直接相关，而凹凸模糊性不能在没有物体附加信息的情况下求解，因此

通常假设 0λ > 。由此，(9)的解可由式(10)和(11)给出： 

( ) 0ˆ ˆˆ ˆ ,, ,u g Uµ ϑ λ=                                     (10) 

其中， 

( ) ( )( )0

,
0

, , argˆ min , , .ˆˆ ATV g U
µ ϑ
λ

µ ϑ λ µ ϑ λ
>

=                            (11) 

为了准确估计 GBR 参数，关注的是式(11)。由(7)式可知， ,µ ϑ 的估计独立于 λ 的估计，同时可知，

最小化 ( )ATV u 导致 λ 趋于无穷大，因此，仅利用深度函数的 ATV 最小化估计 µ和ϑ 的值是可行的，此

时，先取 λ 为固定值 1。通过下式估计 µ和ϑ ： 

( ) ( )( )0

,
, arg miˆ , ,1 .ˆ n ATV g U

µ ϑ
µ ϑ µ ϑ=                             (12) 

利用反照率熵最小化的方法估计 GBR 变换中的参数 λ ，对 λ 可能值进行由粗到精的估计，将式(12)
和熵最小化模型[5]相结合，则有以下模型： 

( ) ( )( )

( )( )

0

,

0

, arg minˆ ,ˆ

ˆ ˆˆ

,1 ,

arg min , , ,

ATV g U

f M G

µ ϑ

λ

µ ϑ µ ϑ

λ µ ϑ λ

=

=
                            (13) 

其中， ( )( )0 , ,ˆˆf M G µ ϑ λ 表示变换后反照率分布的熵值。 

3.2. 拟牛顿法求解模型 

深度函数 ( ),u x y 的 ATV 最小化可以减少未标定光度立体的模糊性。在这一过程中，深度函数的 ATV
最小化只依赖于 GBR 参数，由此产生的问题是凸的，可以使用拟牛顿的凸优化方法求解式(13)，目标函

数为： 

( ) ( ) ( ), d .x yE ATV u u u Xµ ϑ
Ω

= = ∇ + ∇∫                           (14) 

( ),E µ ϑ 分别对 µ和ϑ 求偏导，得到偏微分方程： 
0 0
1 3
0 0
1 3

0 0
2 3
0 0
2 3

d ,

d .

M ME X
M M

M ME X
M M

µ

ϑ

µ
µ

ϑ
ϑ

Ω

Ω

+
∂ =

+

+
∂ =

+

∫

∫
                                 (15) 

已知目标函数及其偏微分方程，可用拟牛顿法快速估计 µ和ϑ ，为加快估计速度，选择 Tikhonov 正

则化[10]的解 0µ̂ 和 0̂ϑ 作为一组初始解，其中， 0µ̂ 和 0̂ϑ 分别代表
0
1
0
3

M
M

− 和
0
2
0
3

M
M

− 的平均值。 

以下为具体算法： [ ] ( )0 0, ,M Lµ ϑ ←  
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1：给定初始值 [ ] ( ) ( )0 0 0 0
0 0 0 1 3 2 3, . / , . /x mean M M mean M Mϑµ  = ← − − 和容许误差 0ε > ， 0k = ， 0H I= ,

计算梯度 kg ； 

2：若 kg ε< ，则迭代停止； 
3：计算迭代方向 k k kd H g= − ； 
4：从点 0x 出发，沿着 kd 做一维搜索求步长 kα ，令 1k k k kx x dα+ = + ； 
5：计算梯度 1kg + ，令 1k k ks x x+= − ， 1k k ky g g+= − ； 

6：若 T 0k ks y > ，则令
T T T

1 T T Tk k
x g g x x xH I H I
g x g x g x+

   ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆
= − − +   ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆   

；否则，令 1k KH H+ = ； 

7：令 1k k= + ，转步骤 2。 

4. 实验结果与分析 

漫反射极大值(Diffuse Maxima, DM)方法求解 GBR 参数是把最亮的像素看作朝向光源的像素，这是

已知的有效方法；熵最小化(Entropy Minimization, EM)方法通过最小化反照率的熵来估计 GBR 参数，考

虑的是全局属性，与本文方法有相同之处。因此本文所提算法的结果将与 EM、DM 方法进行对比。 
为定量、定性评估构造方法的有效性和鲁棒性，选取 4 个图像数据集进行了实验，其中，Owl 数据

集由 12 张分辨率为 512 × 340 的图像组成；Frog、Pig 和 Scholar 数据集均由 20 张灰度图像组成，分辨率

分别为 690 × 590、760 × 550 和 1070 × 790。这些物体几乎是朗伯体物体。下面给出每一个数据集在不同

光照条件下的三幅图像，如图 1 所示。 
 

 

 

 

 
Figure 1. Images of objects under different lightsource directions 
图 1. 不同光源方向下的物体图像 

 

为定量分析本文方法的实验结果，将标定光度立体三维重建的结果作为真实值，将实验结果与真实

值相比较，引入法线的平均角度误差(mean angular error，MAE)作为一个评价指标，定义如下： 
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( )11 co ˆMAE s ,r rN N
R

−= ⋅                                  (16) 

其中 R 是像素点总数量，r 是图片上的像素点。使用法线角度误差小于 5°的像素点百分比和运行时间作

为另两个评价指标。 
为了客观比较，计算了 EM、DM 和本文方法估计的法线的 MAE、误差小于 5°的像素点百分比和

CPU 运行时间，如表 1 所示。 
 
Table 1. Reconstruction error and calculation time of each method 
表 1. 各方法的重建误差和计算时间 

数据集 重建方法 MAE(°) 5°(%) CPU(s) 数据集 重建方法 MAE(°) 5°(%) CPU(s) 

 EM 15.04 3.7 18.51  EM 8.73 5.48 57.24 

Owl DM 11.35 0.96 3.10 Pig DM 9.99 3.06 18.42 

 ATV-u/EM 8.27 21.98 2.55  ATV-u/EM 5.82 27.74 8.79 

 EM 4.91 47.68 56.65  EM 5.01 38.01 147.30 

Frog DM 3.00 85.04 14.94 Scholar DM 4.69 47.00 89.88 

 ATV-u/EM 3.83 64.86 8.61  ATV-u/EM 4.77 51.70 23.53 
 

表 1 列出了三种方法估计的法线的误差数据和 CPU 运行时间。可以看到，Owl 数据集和 Pig 数据集

通过本文方法得到的法线的平均角度误差低于 EM 方法和 DM 方法的误差，本文方法的结果取得了更高

的精度；Owl 数据集中，DM 方法得到的误差小于 5°的像素点百分比为 0.96%，本文方法得到的误差小

于 5°的像素点百分比为 21.98%，是前者的近 23 倍；Scholar 数据集中，EM 方法的运行时间为 147.30s，
本文方法的运行时间为 23.53s，是前者的近六分之一。因此，无论从法线的 MAE 还是误差小于 5°的像

素点百分比上看，本文方法与其他两种方法相比都有较好的估计结果，且计算时间更短。ATV 具有比熵

更好的微分性质，故本文构造的方法的运行时间大大短于 EM 方法。EM 方法利用全局优化来求解三个

GBR 参数，DM 方法通过确定图像局部亮度最大值区域求解 GBR 参数，误差均较小，但当图像分辨率

高时，都会导致时间较长，而本文提出的方法可以缩短运算时间。 
以下展示 Owl 数据集的真实反照率图和在三种方法下生成的反照率图，见图 2，由图可知本文方法

生成的反照率图更接近反照率实际值，与其他两种方法相比误差更小。 
 

 
(a) 真实反照率图              (b) EM 方法               (c) DM 方法               (c) 本文方法 

Figure 2. The real albedo map and the albedo map generated by the three methods 
图 2. 真实反照率图以及三种方法下生成的反照率图 
 

将本文方法与 EM、DM 方法进行定性比较，结果如图 3 所示。图 3 展示了数据集中四个物体的真实

法向图、三种方法得到的法向图以及生成法向图和真实法向图之间的误差图。法线角度误差低的地方表 
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(a) 真实法向图 

 

 
(b) EM 方法生成的法向图及其误差图 

 

 
(c) DM 方法生成的法向图及其误差图 

 

 

 
(d) 本文方法生成的法向图及其误差图 

Figure 3. The real normal graph, the normal graph generated by three methods and the error graph 
图 3. 真实法向图、三种方法生成的法向图及误差图 
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现为蓝色，误差高的地方表现为红色。通过定性比较可知，本文方法估计的法向量误差较小，能有

效提高表面重建的精度。 
在图 4 中，展示了 Pig 数据集的三维重建结果在三个不同视角下观察到的图片，其中深度是由本文

方法估计的法线积分后得到的。 
 

 

 

 
(a) EM 方法                (b) DM 方法                (c) 本文方法 

Figure 4. 3D reconstruction results of each method are in the front, right front and right top 
view of the picture 
图 4. 各方法的三维重建结果在正面、右前、正上方视角下的图片 

 

从视觉效果上看，相较于 EM、DM 方法，本文方法的三维重建实验结果较好地恢复了物体实际的三

维形状，深度的凸出效果明显，更好地恢复了物体的表面细节，重建精度高，表现出了良好的综合性能。 

5. 结论 

本文提出了一种基于各向异性全变分的三维重建方法，该方法在 GBR 模糊性的基础上，利用 ATV
最小化估计 GBR 参数 µ 和ϑ ，通过实验证明，提出的方法取得了较高的重建精度，当图像分辨率更高

时，在保证重建精度的同时有效缩短了计算时间，提高了计算效率。这表明 ATV 在解决未标定光度立体

三维重建问题中是适用的，其可以有效降低 GBR 模糊性，提高计算效率。 
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