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Abstract 
We propose nonlinear joint mean and variance models in this paper and investigate the estimate 
for unknown parameters in the model based on Gauss-Newton iterative algorithm. Furthermore, 
we make some simulations to show that the proposed procedure works satisfactorily. Lastly, two 
real examples are presented to illustrate the proposed methodology. 
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摘  要 

在提出非线性均值方差模型的基础上，研究了该模型中未知参数的估计问题。主要是基于Gauss-Newton
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迭代算法给出该模型中未知参数的极大似然估计。通过大量随机模拟实验验证了所提出方法的有效性。

最后，结合实际问题数据验证了该模型与方法具有实用性和可行性。 
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1. 引言 

在回归模型中，对误差项进行等方差假设是一个标准的假设。违反这个假设，估计量的有效性就可

能得不到保证。因此很重要也很有必要去处理回归分析中的异方差情况。很多作者已经讨论了异方差情

况下不同模型的估计和检验等统计推断问题。White[1]提出了在异方差线性回归模型下参数协方差阵的估

计，这种估计不依赖于异方差的结构形式模型；Andrews[2]介绍了异方差和自相关函数形式未知的情形

下协方差阵的估计；Smyth[3]基于异方差回归模型研究了模型中未知参数的限制极大似然估计。 
事实上，随着人们对现实世界越来越深入的认识，很多现实生活的事件、现象、过程等也表现得越

来越复杂，这也将导致我们研究的实际数据也是错综复杂的。如果只是用简单的统计模型来描述和研究，

很多分析已经不能得到真实的接近实际的结果。因此我们很有必要针对这些复杂现象，采用比较复杂的

模型来描述，联合均值方差模型就是其中一种。有关基于均值方差同时建模的双重回归异方差模型也已

有了大量的研究成果。Park[4]在高斯模型中提出了方差参数的对数线性模型，采用两阶段过程来估计参

数；Harvey[5]在一般条件下讨论了均值和方差效应的极大似然估计和子序列似然比检验；Aitkin[6]提供

了联合均值和方差模型的极大似然估计，并且把它应用到了 Minitab tree 数据中；Verbyla[7]利用限制极

大似然估计参数和在 MLE 和限制似然下考虑了模型的影响诊断分析；Wu 和 Li[8]提出了逆高斯分布的均

值和方差联合建模模型的同时变量选择问题；Xu 等[9]基于惩罚伪似然研究了双重广义线性模型的变量选

择问题；吴刘仓等[10]基于 Box-Cox 变换下研究了联合均值与方差模型的参数估计；马婷等[11]基于偏正

态分布联合位置、尺度与偏度模型给出了该模型参数的估计方法；徐登可等[12]基于双重 logistic 回归模

型对影响妊高病的危险因素进行变量选择和预测分析。 
总之，有关异方差数据处理方法以及用均值方差模型处理异方差数据都已经有了很多的研究成果。

虽然，对于均值方差同时建模双重回归异方差模型已经有了大量的研究成果，但是上述成果大多数都是

基于线性模型，很少有推广到非线性模型。而在现实生活数据中的变量与变量之间的关系可能存在非线

性关系，因此我们很有必要基于非线性模型发展一种非线性联合均值方差模型。 
故本文主要目的是基于Gauss-Newton迭代算法研究提出的非线性联合均值方差模型的极大似然估计

以及考虑其应用。我们的方法在非线性的基础上能同时对均值和方差建立模型，使得均值方差模型更加

一般化，也更具有应用的广泛性。最后，通过随机模拟和实例研究分析表明所提出的模型与方法是有用

和有效的。 
本文的组织结构安排如下：第 2 节，首先介绍了非线性均值方差模型；然后给出了模型中未知参数

的极大似然估计。第 3 节，详细介绍了 Gauss-Newton 迭代算法。第 4 节，通过随机模拟实验验证该方法

的有效性。第 5 节，结合实际问题数据验证该模型与方法的实用性与可行性。最后是本文的小结与讨论。 

2. 非线性联合均值方差模型 

首先针对异方差数据和基于非线性回归，我们既对均值建模，同时又对方差进行建模，提出如下非

线性联合均值方差模型： 
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其中 ( )1 2, , , T
i ny y y y=  为响应变量， ( )1 2, , ,

T
i i i ipx x x x=  和 ( )1 2, , ,

T
i i i iqh h h h=  分别为影响均值部分和方

差部分的解释变量， ( )1 2, , ,
T

pβ β β β=  是非线性均值模型中的未知参数， ( )1 2, , ,
T

qγ γ γ γ=  是非线性方

差模型中的未知参数。 ix 、 ih 两个解释变量可能完全不相同，完全相同或者部分相同，即均值模型、方

差模型可能包含不同的解释变量，包含相同的解释变量也可能包含部分相同的解释变量。 ( ),if x β 是一

个含有未知参数 β 的已知非线性函数， ( ),ig h γ 是一个含有未知参数 γ 的已知非线性函数。若 f 和 g 变成

了线性函数，那么 ( ), T
i if x xβ β= ， ( ), T

i ig h hγ γ= ，即变成了线性均值方差模型，也就是说线性均值方差

模型是该模型的一种特例。 
由模型(1)可以得到： 
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对(2)式两边取自然对数，得到： 
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由(3)式可得到对数似然函数： 
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3. 参数的极大似然估计 

3.1. Gauss-Newton 迭代算法 

由于该模型无法通过普通的极大似然估计得到参数估计的显示表达式，所以我们采用了 Gauss- 
Newton 迭代算法。 

为了方便，令 ( ),
TT Tθ β γ= ,则 ( ) ( ),l lβ γ θ= ，因此 
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U U U
θ

θ β γ
θ

∂
= =

∂
                        (5) 

其中 

( ) ( )
1

,l
U

β γ
β

β
∂

=
∂

， ( ) ( )
2

,l
U

β γ
γ

γ
∂

=
∂

，                         (6) 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
1 1

2 ,, , , ,1
2 , ,

n n
i i i i i i

i ii i

y f xl f x y f x f x
g h g h

ββ γ β β β
β γ β γ β= =

− − ∂ ∂ − ∂ = − =
∂ ∂ ∂∑ ∑           (7) 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
2

2
1 1

,, , ,1 1 1
2 , 2 ,

n n
i ii i

i ii i

y f xl g h g h
g h g h

ββ γ γ γ
γ γ γ γγ= =

− ∂ ∂ ∂ = − +
∂ ∂ ∂∑ ∑             (8) 



非线性联合均值方差模型的统计分析 
 

 
71 

另外，令 
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最后，将(5)-(13)这 9 个式子带入下面的(14)式进行迭代计算， 

( )( ) ( )
0

1
1 0 H U

θ θ
θ θ θ θ

−

=
= −                      (14) 

直到 1 0θ θ δ− < ，即认为 1θ 为 θ̂ 的极大似然估计的近似值，其中 δ 为预先给定的充分正小数，如
610δ −= 。 

3.2. 迭代步骤 

给出以下算法步骤对模型(1)中的参数进行极大似然估计迭代计算。 

步骤 1：给定参数的迭代初值 ( ) ( )( ) ( )( )0 0 0,
TT T

θ β γ =  
 

； 

步骤 2：给定当前值 ( ) ( )( ) ( )( ),
TT Tm m mθ β γ =  

 
，代入下式进行迭代更新 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( )1
1m m m mH Uθ θ θ θ

−
+ = − ； 

步骤 3：重复步骤 2，直到迭代收敛。 

4. 模拟 

接下来我们对上述参数估计方法的有限样本性质进行模拟研究，参数的估计精度使用均方误差(MSE)
来评价和衡量，其定义如下： 

( ) ( )2

0
ˆ ˆ

i i iMSE Eβ β β= −  1,2, ,i p= 
, 

( ) ( )2
0ˆ ˆj j jMSE Eγ γ γ= −  1,2, ,j q=  . 

其中， 0β 和 0γ 分别是 β 和 γ 的真值， 0iβ 和 0 jγ 分别是 0β 和 0γ 的第 i 个分量和第 j 个分量。我们将通过下
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面两个具体的非线性联合均值方差模型例子来说明所提出模型与方法的有效性。 

4.1. 例子 1 

根据模型(1)，建立如下的具体的非线性联合均值方差模型(15)，根据该模型并产生模拟数据 
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                    (15) 

其中 ( )1, 2, ,iy i n=  相互独立，且服从正态分布 ( )2,i iN µ σ ， ix 和 ih 的分量分别相互独立，且 ix 产生于均

匀分布 ( )1,1U − ， ih 产生于均匀分布 ( )0,1U 。 1β 的真值取1.0， 2β 的真值取1.0，γ 的真值为 ( )0.8,0.8,0.8 T
，

取样本量 80,120 160n = 和 ，重复模拟 2000 次。具体模拟结果见表 1。 
表 1 结果显示，模型(15)中的参数的估计随着样本量的递增越来越接近真实值，参数极大似然估计的

均方误差也越来越小，这说明模型(15)所使用的极大似然估计方法取得了较理想的效果。 

4.2. 例子 2 

根据模型(1)，建立如下的具体的非线性均值方差模型(16)，根据该模型并产生模拟数据 
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其中 ( )1, 2, ,iy i n=  相互独立，且服从正态分布 ( )2,i iN µ σ ， ix 和 ih 的分量分别相互独立，且 ix 产生于均

匀分布 ( )1,1U − ， ih 产生于均匀分布 ( )1,1U − 。 1β 的真值取1.0， 2β 的真值取1.0，γ 的真值取 ( )0.8,0.8,0.8 T ,
取样本量 80,120 160n = 和 ，重复模拟 2000 次。具体模拟结果见表 2。 
 
Table 1. Maximum likelihood estimate of unknown parameters in nonlinear joint mean and variance models in Example 1 
表 1. 例 1 中非线性联合均值方差模型中未知参数的极大似然估计结果 

 β  γ  

n  
1̂β  2β̂  ( )1̂MSE β  ( )2

ˆMSE β  1̂γ  2γ̂  3γ̂  ( )1̂MSE γ  ( )2ˆMSE γ  ( )3ˆMSE γ  

80 1.0001 1.0013 0.0011 0.0015 0.8352 0.7998 0.8288 0.0350 0.0357 0.0316 

120 0.9994 1.0010 0.0003 0.0008 0.8209 0.8192 0.8206 0.0179 0.0179 0.0190 

160 1.0000 1.0004 0.0002 0.0006 0.8166 0.8140 0.8156 0.0125 0.0136 0.0130 

 
Table 2. Maximum likelihood estimate of unknown parameters in nonlinear joint mean and variance models in Example 2 
表 2. 例 2 中非线性联合均值方差模型中未知参数的极大似然估计结果 

 β  γ  

n  1̂β  2β̂  ( )1̂MSE β  ( )2
ˆMSE β  1̂γ  2γ̂  3γ̂  ( )1̂MSE γ  ( )2ˆMSE γ  ( )3ˆMSE γ  

80 0.9971 1.0038 0.0144 0.0342 0.8115 0.8138 0.8249 0.0947 0.0958 0.0999 

120 0.9989 1.0036 0.0097 0.0230 0.8047 0.8057 0.8111 0.0601 0.0575 0.0606 

160 0.9989 1.0004 0.0071 0.0162 0.8088 0.8088 0.8100 0.0425 0.0455 0.0407 
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表 2 结果显示，模型(16)中的参数的估计随样本量的递增越来越接近真实值，参数极大似然估计的均

方误差也越来越小，这说明模型(16)所使用的极大似然估计方法取得了较理想的效果。 

5. 实例分析 

5.1. 伦福德冷却实验数据 

1978 年，Count Rumford 得到一组摩擦生热的数据[13]。首先在一个固定的炮管内插入一只钝管，应

用螺丝固定在炮管的底部。让一对马连续转动达 30 分钟，然后再设置一只温度计。在将近 45 分钟内，

每隔一段时间观察温度的变化，并记录温度的大小。 
利用 SPSS 软件对伦福德数据进行正态性检验，得到图 1 为伦福德数据正态检验的 P-P 图，我们可以

从图中发现，伦福德数据基本服从或近似服从正态分布。 
因此利用模型(15)，建立如下模型： 
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 =

 =
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                           (17) 

其中， iy 为不同时间炮管的温度， 1x 为时间(在该模型中令 1x 与 1h 相同)，通过计算可得： 1̂ 125.8717β = ，

2
ˆ 0.0035β = − ， 1̂ 0.1302γ = − 。这也表明该数据中变量间存在一定的非线性关系。 

5.2. 氟哌啶醇血浆浓度数据 

1975 年，Wagner 记录了氟哌啶醇血浆浓度的数据[13]。 
利用 SPSS 软件对氟哌啶醇血浆浓度数据进行正态性检验，得到图 2 为氟哌啶醇血浆浓度数据正态

检验的 P-P 图，我们可以从图中发现，氟哌啶醇血浆浓度数据基本服从或近似服从正态分布。 
因此利用模型(16)，建立如下模型： 

 

 
Figure 1. Normal P-P plot for Rumford data 
图 1. 伦福德数据的正态 P-P 图 
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Figure 2. Normal P-P plot for concentration data of haloperidol plasma 
图 2. 氟哌啶醇血浆浓度数据的正态 P-P 图 
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                          (18) 

其中， iy 为氟哌啶醇血浆浓度， 1x 为时间(在该模型中令 1x 与 1h 相同)，通过计算可得： 1̂ 3.9037β = ，

2
ˆ 0.4164β = − ， 2ˆ 0.0737γ = − 。这也表明该数据中变量间也存在一定的非线性关系。 

6. 结论 

本文建立了非线性联合均值方差模型，主要研究了该模型中未知参数的极大似然估计，并介绍了极

大似然估计中常用的迭代算法——Gauss-Newton 迭代算法的具体实现步骤。模拟结果显示，通过 Gauss- 
Newton 迭代算法得到了较为满意的联合模型的参数估计结果，并且在实例分析中，对伦福德冷却实验数

据和氟哌啶醇血浆浓度数据的应用也表明了该模型和所运用的方法是有用和有效的。另外在现实生活中，

缺失数据也是经常碰到的复杂数据类型之一，以后可以运用合适的借补方法来研究分析缺失数据下非线

性联合均值方差模型的统计推断问题。 
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