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摘  要 

本文介绍了泛复变函数的基本理论，利用特定的泛复变量建立求解各向异性材料弹性力学偏微分方程的

广义复变函数方法。通过引入泛复变函数和极坐标代换方法解决了含裂纹各向异性板的应力边值问题。

推导出I型裂纹端部应力场的实函数通解，有助于改进复合材料断裂力学的基本理论和研究方法。 
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Abstract 
The basic theory of pan-complex function is introduced, and the generalized complex function 
method to solve the partial differential equation of elastic mechanics for the anisotropic materials is 
built by the specific pan-complex variable. The pan-complex function and the polar coordinate re-
place method are utilized with the aim of solving the stress boundary problems for the anisotropic 
plate with a crack. The general solution of Mode I crack-tip stress field is derived with real function 
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variables. It is an aid to improve the basic theory and research method in the fracture mechanics to 
composite materials. 
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1. 引言 

泛复变函数论(pan-complex function theory)是一种广义函数论概念，将常用单变量复变函数推广到

多维空间复变量的广义复变函数方法。泛复函理论已成为不同工程领域基础研究与应用的有力工具[1] 
[2] [3]，显示出独特的作用和效果，理论创新方兴未艾，应用前景非常宽广。一般工程材料的断裂力学

问题已建立了完备的求解裂纹尖端奇异应力场及应力强度因子的理论与方法，已有许多相关的文献书

籍提供参考[4] [5]。然而各向异性材料的弹性常数多，导致应力边值问题的基本方程复杂而求解难度大。

近年来对正交异性材料的断裂力学问题研究引起关注，理论研究呈现出明显进展[6] [7] [8]。由于复合

材料力学性能具有各向异性特征，因此对于各向异性材料的断裂问题研究具有重要理论意义与工程应

用前景。本文以张开型裂纹板为例(如图 1 所示)，运用泛复变函数及坐标变换方法推导出各向异性板裂

纹尖端应力场，为进一步发展泛复函理论并有效解决工程实际问题发挥积极作用。 
 

 
Figure 1. Central crack plate and axes 
图 1. 中心裂纹板及坐标系 

2. 泛复变函数基本理论   

在解决弹性力学平面边值问题时，利用复变函数及其坐标变换法得到了一些经典的结果，若采用实

函数求解就十分困难。复变函数理论中，常用的基本变量是复数 z，即：z x iy= + , z x iy= −  ( 1i = − )。
为了解决各向异性材料中的应力边值问题，需要扩充复变量及复变函数的概念，即引进泛复变函数理论。
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一般各向同性材料弹性力学平面问题的偏微分方程是标准的拉普拉斯方程，可利用调和函数求解，即采

用常规的复变函数理论。而对于各向异性材料，弹性常数较多，基本偏微分方程较为复杂，且包含有材

料参数，因此在求解时基本变量中需要适当引入材料参数，即采用泛复变量及泛复变函数理论才能得到

满足偏微分方程的基本函数解答。 
首先将泛复变量 w 与其共轭复变量 w 表示为： 

w x qy x gy ihy= + = + + ， w x qy x gy ihy= + = + −                    (1) 

复常数 ( ),q q 取为： q g ih= + ， q g ih= − ，即 ,g h 为实数(且规定 0h > )。容易得到以下关系式： 

2q q g+ = ， 2q q hi− = ， 2 2qq g h= +  

泛复变量具有以下性质： 

( )( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 22ww x qy x qy x gxy g h y x gy h y= + + = + + + = + +  

因此可定义泛复变量的范数为： 

( )2 2 2w w x gy h y L= = + + =                              (2) 

对于裂纹长为 2a 的中心裂纹板(如图 1 所示)，实变量 x, y 和复变量 w 可按极坐标形式表示如下： 

cos cos cosx a r r r aω αθ ω α= + = = − ， sin sin siny r r rω αθ ω α= = =  

cos sin sinw x gy ihy a r gr ihrθ θ θ= + + = + + +  

cos sin sinw r gr ihrω ω ωω ω ω= + + ， cos sin sinw r a gr ihrα α αα α α= − + +  

由此可得： 

( )
( )

( )

cos sin sin

cos sin sin

cos sin sin

w a r g ih

w r g ih

w a r g ih
ω

α

θ θ θ

ω ω ω

α α α

− = + + 


= + + 
+ = + + 

                          (3) 

为了后面简化泛复函的关系式，首先对三角函数表达式进行如下变换： 

cos sin cosg Jθ θ β+ = ， sin sinh Jθ β=  

并定义 0J > ，由此容易确定出下列关系式： 

( )

( ) ( )2 2

cos sin sin cos sin e
sintan , cos sin sin

cos sin

ig ih J i J
h J g h

g

βθ θ θ β β
θβ θ θ θ

θ θ

+ + = + =



= = + + + 

                  (4) 

泛复函对坐标变量 ( ),x y 的偏导数为： 

1w w
x x

∂ ∂
= =

∂ ∂
，

w q g ih
y

∂
= = +

∂
，

w q g ih
y

∂
= = −

∂
 

( )

( )

,

,

F w w F w F w F F
x w x w x w w

F w w F w F w F Fq q
y w y w y w w

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + = + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

                         (5) 

因此可求得高阶偏导数为： 
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2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2

2

2

F F F F F F
w w w w w wx w w

F F F F F Fq q q q q qq q
w w w w w wy w w

F F F F F Fq q q g q
x y w w w w w ww w

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  = + + = + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + + = + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂   
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + + = + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   

                (6) 

3. 平面应力问题解法 

求解弹性体平面应力问题的惯用方法就是将应力分量作为基本变量，满足平衡微分方程和应变协调

方程，并根据应力边界条件选择合理的应力函数进行求解。为了满足平衡微分方程(忽略体力)，一般利用

应力函数 ( ),F x y 表示应力如下： 
2

2x
F

y
σ ∂

=
∂

，
2

2y
F

x
σ ∂

=
∂

，
2

xy
F

x y
τ ∂

= −
∂ ∂

                            (7) 

承载弹性体内各点产生的相对位移而导致体内应变，平面问题中一点的三个应变分量( , ,x y xyε ε γ )由
两个位移分量确定。因此推导出三个应变分量必须满足相容条件，也就是应变协调方程： 

2 22

2 2
y xyx

x yy x
ε γε ∂ ∂∂

+ =
∂ ∂∂ ∂

                                    (8) 

复合材料的力学性能具有方向性，例如层合板是按工程需要而设计的各向异性材料，其板内的弹性

力学分析可按照平面应力状态处理。为了叙述清楚，现以坐标轴(x, y)为参考系，将各向异性材料在平面

应力状态下的本构关系表示为： 

11 12 16

12 22 26

16 26 66

x x y xy

y x y xy

xy x y xy

a a a

a a a

a a a

ε σ σ τ

ε σ σ τ

γ σ σ τ

= + +


= + + 
= + + 

                                (9) 

式中常数 ija 为参考坐标系(x, y)下各向异性材料的柔度系数。将应力分量表达式(7)代入物理方程(9)，再将

所得的应变分量代入协调方程(8)，由此可推导出求解一般复合材料平面应力问题的基本方程为： 
4 4 4 4 4

1 2 3 44 3 2 2 3 4 0F F F F FA A A A
y x y x y x y x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                     (10) 

式中 16
1

11

2a
A

a
= − ， 66 12

2
11

2a a
A

a
+

= ， 26
3

11

2a
A

a
= − ， 22

4
11

aA
a

= 。 

基本方程(10)是一个常系数齐次线性偏微分方程，应力函数 F 为实函数，可根据给定边值问题选择

合适的函数类型，以便求得具体问题的解答。由式(7)和式(10)易知，可选择与应力相关的二次和三次多

项式的应力函数 ( ),F x y∗ 作为简单应力状态解答，该应力函数可表示为： 
2 2 3 2 2 3

1 2 3 4 5 6 7F c x c xy c y c x c x y c xy c y∗ = + + + + + +                      (11) 

按式(7)可求得应力分量为： 

3 6 7

1 4 5

2 5 6

2 2 6
2 6 2

2 2

x

y

xy

c c x c y
c c x c y

c c x c y

σ
σ

τ

= + +


= + + 
= − − − 

                                (12) 
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下面采用泛复函讨论各向异性板平面应力状态的边值问题求解方法。 
对于图 1 所示的中心裂纹板，两端区域承受拉应力σ ，裂纹面自由，这是典型的张开型裂纹平面应

力问题。各向异性板裂纹问题也可借鉴常规材料断裂力学理论进行求解。因此需要寻求合理的应力函数

满足边界条件，首先讨论以下的泛复变函数 ( )wΨ 及其导数关系式： 

( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2 21 ln
2 2

aw w w a w w aΨ = − − + −                    (13) 

( )
2

2

d 1
d

aw w
w w
Ψ′Ψ = = ⋅ − ， ( ) ( )

2 2

2 2 2

d
d

ww w
w w a
Ψ′′Φ = Ψ = =

−
             (14) 

由此看出，当 w →∞时， 1Φ→ 为实数；而当 w a→ 时，Φ 具有奇异性。因此在解决裂纹问题时，

可利用泛复变函数 ( )wΨ 或其导函数构造具体的应力函数。 
为了求解各向异性材料张开型裂纹板应力场问题，可选择泛复变函数及其共轭泛复数将应力函数

( ),F x y 表达为： 
( ) ( ) 2

0F B w B w c y= Ψ + Ψ +                                (15) 

式中 w 由式(1)给定，再对应力函数求偏导数可得： 

F B B
x

∂ ′ ′= Ψ + Ψ
∂

， 02F qB qB c y
y

∂ ′ ′= Ψ + Ψ +
∂

 

2

2

F B B B B
x

∂ ′′ ′′= Ψ + Ψ = Φ + Φ
∂

，
2F qB qB qB qB
x y
∂ ′′ ′′= Ψ + Ψ = Φ + Φ
∂ ∂

 

2
2 2 2 2

0 02 2 2F q B q B c q B q B c
y

∂ ′′ ′′= Ψ + Ψ + = Φ + Φ +
∂

 

将上列偏导数代入到式(7)，可得应力分量的表达式为： 

( )
( )

( )

2 2 2
0 02 2Re 2

2Re

2Re

x

y

xy

q B q B c q B c

B B B

qB qB qB

σ

σ

τ

= Φ + Φ + = Φ +
= Φ + Φ = Φ 


= − Φ − Φ = − Φ 

                       (16) 

再对应力函数求高阶偏导数，代入四次偏微分方程(10)就可导得下式： 

( ) ( )4 3 2 4 3 2
1 2 3 4 1 2 3 4 0q A q A q A q A B q A q A q A q A B′′ ′′+ + + + Φ + + + + + Φ =  

由此得到求解泛复数 ( ),q q 的特征方程： 
4 3 2

1 2 3 4
4 3 2

1 2 3 4

0

0

q A q A q A q A

q A q A q A q A

+ + + + = 


+ + + + = 
                            (17) 

根据四次方程的求解方法可确定出四个根( 1 2 3 1 4 2, , ,q q q q q q= = )。 
现在将 1 2,q q 记为： 1 1 1q g ih= + ， 2 2 2q g ih= + ，且选取 1 2 0h h> > ，可根据方程(17)的四个根来确定。

由此就确定了泛复变量 1 2,w w ，即有： 

1 1 1 1w x q y x g y ih y= + = + + ， 2 2 2 2w x q y x g y ih y= + = + +  

为求解各向异性材料张开型裂纹板的应力场，可选择两个泛复变函数为： 
2
1

1 2 2
1

w
w a

Φ =
−

，
2
2

2 2 2
2

w
w a

Φ =
−

                           (18) 
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再将应力表达式(16)转变为： 

( )
( )
( )

2 2
1 1 1 2 2 2 0

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

2Re 2

2Re

2Re

x

y

xy

q B q B c

B B

q B q B

σ

σ

τ

= Φ + Φ +
= Φ + Φ 
= − Φ + Φ 

                           (19) 

式中包含的任意常数需要根据给出的全部应力边界条件，构成一组方程进行求解，最后可确定出这些待

定系数。 

4. 确定应力场 

各向异性材料中心裂纹板承受拉伸加载(图 1 所示)，在距离裂纹面较远区域的应力边界条件是：

0xσ = ， yσ σ= ， 0xyτ =  ( w →∞ )。 
则在 w →∞时，应力函数变为： 1 1 2 2 1Φ = Φ = Φ = Φ = 。由式(19)可得： 

( )2 2
1 1 2 2 0Re 0q B q B c+ + = ， ( )1 22 Re B B σ+ = ， ( )1 1 2 2Re 0q B q B+ =  

在裂纹面处( a x a− < < ， 0y = ， 2 2 2 2
1 2w w x a= = < )，应力边界条件是： 0yσ = ， 0xyτ = ，代入式(19)

可得： 

( )1 2Im 0B B+ = ， ( )1 1 2 2Im 0q B q B+ =  

联合两组边界条件所得的五个方程，可求解出常数为： 

( )2 2
0 1 1 2 2Rec q B q B= − + ， 1 1 2 2 0q B q B+ =  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
2 2 1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2
g g g h h h g h g hB i

g g h h g g h h
σ  − − − −

= + 
− + − − + −  



 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 1 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2
g g g h h h g h g hB i

g g h h g g h h
σ  − + − −

= − 
− + − − + −  



 

再将求得的常数代入应力表达式(19)，可将应力场表达为： 

( )( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 1 3 1 2 2 3 2

12

1 3 1 2 3 2
12

1 1 3 1 2 2 3 2
12

Re 1 1

Re

Re

x

y

xy

q b ib q b ib
b

b ib b ib
b

q b ib q b ib
b

σσ

σσ

στ


 = + Φ − + − Φ −  


 = + Φ + − Φ  



 = − + Φ + − Φ   







                   (20) 

式中 1 2 12 3, , ,b b b b 为实常数，计算公式如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 1 2

2 2
12 1 2 1 2 1 2 3 2 1 1 2

,

,

b g g g h h h b g g g h h h

b b b g g h h b g h g h

= − − − = − + − 


= + = − + − = − 
                 (21) 

在裂纹尖端附近区域，应力具有奇异性，为简化应力表达式先对复变量和复变函数做简化处理。考

虑裂纹右端点(如图 1 所示)的局部区域( r a )，为了便于表达裂纹尖端应力，采用极坐标将变量及函数

简化如下： 
0α ≈ ， 0ω ≈ ， r aω ≈ ， 2r aα ≈ ， 2w a a+ ≈  
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再根据式(3)和式(4)的表达式，可得： 

( )
2

2 2

1 1
2 2 cos sin sin 2 ei

w a a a
w a r g ih rw a J βθ θ θ

≈ = =
− + +−

 

2
2

2 2

1 1e cos sin
2 2 2 2

iw a a i
r rw a J J

β β β−  Φ = ≈ = − −  
 

因此，可将 1 2,Φ Φ 表达为： 

2
1 1 1

1 2 2
1 1

2
2 2 2

2 2 2
2 2

1 cos sin
2 2 2

1 cos sin
2 2 2

w a i
rw a J

w a i
rw a J

β β

β β

 Φ = = −  −   

 Φ = = −  −  

                      (22)  

式中： 

1
1

1

sin
arctan

cos sin
h

g
θ

β
θ θ

=
+

， ( ) ( )2 2
1 1 1cos sin sinJ g hθ θ θ= + +  

2
2

2

sin
arctan

cos sin
h

g
θ

β
θ θ

=
+

， ( ) ( )2 2
2 2 2cos sin sinJ g hθ θ θ= + +  

将上列函数 1 2,Φ Φ 代入到式(20)，再化简后可得应力分量为： 

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
1 1 1 1 1 3 2 2 2 2 2 31 2

12 1 2

2 2 2 2
1 1 3 1 1 1 2 2 3 2 2 21 2

121 2

3 31 1 2 2 1 2

12 1 2 1 2

12

2 2
cos cos

2 2 2

2 2
sin sin

2 2

cos cos sin sin
2 2 2 2 2

x

y

xy

g h b g h b g h b g h ba
b r J J

g h b g h b g h b g h b D
bJ J

b bb ba
b r J J J J

b

β βσσ

β β σ

β β β βσσ

στ

 − − − +
= +


− + − −
+ − −


 
= + + −  

 

=







 ( )

( )

1 2
2 2 2 3

1 2

2 1
1 1 1 3

2 1

1 1cos cos
2 2 2

1 1sin sin
2 2

a g b h b
r J J

h b g b
J J

β β

β β















   
 + −      

  + + −      

           (23) 

式中： ( ) ( )2 2 2 2
1 1 1 2 2 2 2 2 3 1 1 32 2D g h b g h b g h b g h b= − + − + − 。式(23)就是各向异性材料中心裂纹板 I 型加载裂纹

尖端的应力场通解，完全由实函数组成，式中的 β 和 J 与图 1 中裂纹端极坐标变量θ 相关。 
《计算举例》选取各向异性板的柔度系数为： 

( ) 1
11 22 80 TPaa a −= = ， ( ) 1

66 140 TPaa −=  

( ) 1
12 20 TPaa −= − ， ( ) 1

16 26 60 TPaa a −= = −  

则可求得： 

16
1

11

2 3
2

a
A

a
= − = ， 66 12

2
11

2 5
4

a a
A

a
+

= = ， 26
3

11

2 3
2

a
A

a
= − = ， 22

4
11

1
aA
a

= =  
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代入式(17)可得： 
4 3 2 4 3 2

1 2 3 4 1.5 1.25 1.5 1 0q A q A q A q A q q q q+ + + + = + + + + =  

对四次方程求解，可得四个根为： 

1 0.197822 0.98024q i= + ， 2 0.947822 0.3188q i= − +  

3 1 0.197822 0.98024q q i= = − ， 4 2 0.947822 0.3188q q i= = − −  

由此可得： 1 0.197822g = ， 1 0.98024h = ， 2 0.947822g = − ， 2 0.3188h = 。 
将四个数据代入计算公式(21)可求得： 

1 2 0.875b b= = ， 12 1.75b = ， 3 0.992b = −  

再将这些数据代入式(23)，确定出应力表达式如下： 

1 2 1 2

1 2 1 2

0.261 0.741 0.716 0.515cos cos sin sin 0.481
2 2 2 2 2

x a
r J J J J

σ β β β β
σ

 
= − + + + − 

  

 

1 2 1 2

1 2 1 2

0.5 0.5 0.567 0.567cos cos sin sin
2 2 2 2 2

y a
r J J J J

σ β β β β
σ

 
= + − +  

 

 

2 1 2 1

2 1 2 1

0.655 0.655 0.378 0.378cos cos sin sin
2 2 2 2 2

xy a
r J J J J

τ β β β β
σ

 
= − + −  

 

 

式中： 

1
0.98sinarctan

cos 0.198sin
θβ

θ θ
=

+
， ( ) ( )2 2

1 cos 0.198sin 0.98sinJ θ θ θ= + +  

2
0.319sinarctan

cos 0.948sin
θβ

θ θ
=

−
， ( ) ( )2 2

2 cos 0.948sin 0.319sinJ θ θ θ= − +  

以上说明了裂纹端部应力在极坐标系 ( ),r θ 的表达式及其参数计算。 

5. 结论 

随着先进复合材料的工程应用日益扩大，各向异性材料断裂力学的理论发展显得更加突出。根据

各向异性材料力学性能确定平面应力弹性力学的基本方程，建立求解偏微分方程的泛复函理论，解决

了中心裂纹板的应力边值问题。推导出各向异性板裂纹端部应力场的实函数通解，举例说明各个参数

的计算方法。本文的关键步骤是对泛复变量进行坐标变换，即采用变量代换关系式(4)，使得泛复变量

成为指数形式，因而复变函数的实部和虚部就容易分开，这一步对简化应力表达式的最终结果十分重

要。本文解析方法简明，所得结果比较完善，适合于一般各向异性体力学基础理论研究，亦具有推动

工程应用的潜力。 
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