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Abstract 
In this paper, the wave function expansion method is used to analyze the multiple diffraction of 
plane P wave by cylindrical core-shell structure with non-ideal interface in half space, and the 
analytical solution of dynamic stress concentration factor is obtained. A spring model is used to 
simulate the non-ideal interface. By changing the material parameters, spring coefficient and in-
cident angle, the variation of dynamic stress concentration factor at different incident wave fre-
quencies is discussed. The results show that the surface parameters have a significant effect on the 
dynamic stress concentration at the interface at the nanometer scale. The dynamic stress concen-
tration factor at the interface is close to that at the ideal interface by increasing the elastic coeffi-
cient of the spring. When the frequency and angle of incident wave are changed, the dynamic 
stress concentration factor is obviously different. Using different spring models to simulate the 
imperfect interface for different practical problems can make the research results more accurate. 
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摘  要 

本文应用波函数展开法分析了半空间中具有非理想界面的圆柱形芯–壳结构对平面P波的多重衍射，得

到了动应力集中因子的解析解。采用弹簧模型模拟非理想界面，通过改变材料参数，弹簧系数及入射角

度，讨论在不同入射波频率下动应力集中因子的变化情况。结果表明：在纳米尺度下，表面参数对界面

处的动应力集中程度有显著影响；增大弹簧的弹性系数时，界面处动应力集中因子与理想界面的动应力

集中因子相接近；改变入射波的频率与角度，动应力集中因子也有明显不同。针对不同的实际问题使用

不同的弹簧模型模拟不完美界面，可以使问题的研究结果更加精确。 
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1. 研究背景 

随着纳米技术的发展，纳米复合材料越来越受到工业和材料科学研究者的重视。并且纳米复合材料

已被证明其具有优异的力学和物理性能[1] [2]，这些性能可以使材料具有更多的功能。尽管到目前为止纳

米复合材料已经取得了很多进步，但在材料的减振方面还需要更多的仔细研究。我们知道振动会引起弹

性波在材料中传播[3]，复合材料中通过夹杂物对波的散射，可以在很大程度上使波衰减。 
因此，研究夹杂物对弹性波的散射问题非常重要的，这一课题的研究最早是由 White 等人[4]提出。

Stamos 等人[5]通过坐标变换法与积分变换法，有效地将三维空间中的动应力集中问题转化为二维问题，

并用此方法研究了半空间中无限长隧道对地震波的动应力集中问题。Gubernatis 等人[6]利用积分方程推

导出各向同性弹性介质中单一均匀夹杂对平面波散射的波函数表达式。Liu 等人[7] [8] [9]利用复变函数法

求解了弹性波的散射问题，并对多个模型进行分析。Jain 等人[10] [11]采用波函数展开法讨论了圆柱形夹

杂和球体夹杂对弹性波的散射问题。Yi 等人[12]采用波函数展开法，研究了入射波频率和入射波与隧道

距离对隧道的影响，结果发现，低频入射波相比于高频入射波，具有更大的动应力强度因子。Wang 等人

[13]应用有限元的方法研究了圆形隧道受到地震波引起的应力增量。Wang 等人[14]研究了弹性固体中两

个纳米圆形孔对平面纵波的多重衍射，结果表明，当孔的半径减小到纳米尺度时，表面能对弹性波的衍

射有显著影响。Ou 等人[15]研究了两种具有界面效应的圆柱形纤维对平面纵波的散射，得到了不同入射

频率下纤维与基体界面处的动应力集中系数。又在表面弹性理论的框架下，研究了嵌入弹性基体中的单

纳米涂层光纤对平面纵波和横波的散射，并进行了数值计算[16]。 
以上研究内容都是在理想界面的情况下研究的，在实际问题中，非理想界面更为常见。张等人[17]

采用傅里叶级数展开法，研究了凸起地形的混合边值问题。Valier-Brasier 等人[18]利用弹簧模型对非理想

固–固界面中界面波的尺度行为进行了讨论。Fang 等人[19]结合波函数展开法和保角变换方法，研究了

非圆隧道的应力集中情况，给出了非理想界面上的应力的分布情况，详细讨论了非理想界面与入射波长

的相互作用，从而提出了提高隧道强度的有效方法。Yi 等人[20]研究平面纵波作用下非完美界面圆衬砌

隧道动力响应的理论方法，结果表明，界面刚度的变化对岩石和衬砌中动应力集中系数的分布有较大的
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影响。与低频入射波相比，高频入射波作用下，界面的不完美性对岩体及衬砌结构的动应力集中因子影

响更为显著。Fang 等人[21]对部分脱粘管道在 P 波和 SV 波作用下的动态裂纹张开位移进行了预测，并

建立了相应的数学模型，通过满足考虑裂纹的边界条件来确定扩展系数。 
从上述文献可以看出，虽然目前在夹杂物对弹性波散射问题的研究领域已取得了一些成果，但是对

具有非理想界面的纳米芯–壳结构却没有研究。由于芯–壳结构是由两种及两种以上的材料组成，因此

与单一纳米材料相比较，纳米芯–壳结构具有多种材料的优良性能与更加广泛的应用前景。在实际情况

中，界面并不都是完美的、光滑的，总会以一定形式的缺陷存在着，因此，本文利用坐标变换法、波函

数展开法以及三角函数的正交性研究了半空间中具有非理想界面的圆柱形芯–壳结构对平面 P 波的多重

衍射，并分析了基体与涂层界面处的动应力集中因子。 

2. 模型与公式 

2.1. 模型建立 

如图 1 所示，半空间内有一个具有非理想界面的纳米圆柱芯–壳结构，其外半径为 a，内半径为 b，
与半平面距离为 h，一束稳态入射平面 P 波以与 y 轴正方向夹角为 αθ 的方向入射，图中基体与芯–壳结

构各层材料的弹性常数、剪切模量和质量体密度分别为 ( )jλ ，
( )jµ 和

( )jρ ( )1,2,3j = 。 
 

 
Figure 1. Multiple diffraction of P wave by cylindrical core-shell 
structure with non-ideal interface in half space 
图 1. 半空间中具有非理想界面的纳米芯–壳结构对入射

P 波的多重衍射 

2.2. 波函数在不同坐标系下的基本方程 

入射平面 P 波在坐标系 ( ),x y 下的波函数为： 

( ) ( )i
0 1, exp I sin cos Ix y k x y tα α αϕ ϕ θ θ ω = + −                                 (1) 
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其中 0ϕ 是入射 P 波的振幅，取 0 1ϕ = ，I 是虚数单位， ( )1
1 pk cα ω= 、 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 12pc λ µ ρ= + 分别是 P 波

在基体中的波数和波速，t 是时间因子。 
当入射波与半空间的界面碰撞时，会有反射的有 P 波 ( )ϕ 和 SV 波 ( )ψ 形成，由半空间处应力自由可

以得到相应的反射波函数在坐标系 ( ),x y 下可表示为： 

( ) ( )r
1 1, exp I sin cos Ix y K k x y tα α αϕ θ θ ω = − −                                 (2) 

( ) ( )r
1 1, exp I sin cos Ix y K k x y tβ β βψ θ θ ω = − −                                (3) 

其中

2 2

1 2 2

sin 2 sin 2 cos 2
sin 2 sin 2 cos 2

K α β β

α β β

θ θ κ θ
θ θ κ θ

−
=

+
， 2 2 2

2sin 2 cos 2
sin 2 sin 2 cos 2

K α β

α β β

θ θ
θ θ κ θ
−

=
+

， 1K 、 2K 为反射波的系数，

1 1 1 1k k c cβ α α βκ = = ， ( )1
1 sk cβ ω= 、 ( ) ( ) ( )1 1 1

sc µ ρ= 分别是 SV 波在基体中的波数和波速。 

以下忽略时间因子，将式(1)~(3)利用波函数展开法在坐标系 ( )1 1,r θ 下表示为： 

( ) ( ) ( )i
1 1 1 1 1 1, exp I I I cosn

n
r J k r n n k hα α α αϕ θ θ θ θ

+∞

=−∞

= + −∑                         (4) 

( ) ( ) ( ) ( )r
1 1 1 1 1 1 1, 1 exp I I I cosn

n
n

r K J k r n n k hα α α αϕ θ θ θ θ
+∞

=−∞

= − − + +∑                  (5) 

( ) ( ) ( ) ( )r
1 1 2 1 1 1 1, 1 exp I I I cosn

n
n

r K J k r n n k hβ β β βψ θ θ θ θ
+∞

=−∞

= − − + +∑                 (6) 

其中 ( )nJ ⋅ 是 n 阶第一类 Bessel 函数。 
当入射波、反射波与芯–壳结构碰撞时，会产生散射波，相应的波函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )1s
1 1 1 1 1 1, exp In n

n
r A H k r nαϕ θ θ

+∞

=−∞

= ∑                               (7) 

( ) ( ) ( ) ( )1s
1 1 1 1 1 1, exp In n

n
r B H k r nβψ θ θ

+∞

=−∞

= ∑                               (8) 

其中 1nA 和 1nB 是基体中散射波的未知系数， ( ) ( )1
nH ⋅ 是 n 阶第一类 Hankel 函数。 

由波的叠加原理可以得到基体中的总波场为： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 i r s
1 1 1 1 1 1 1 1

1
0 1 1 1 1 1 1

, , , ,

exp In n n n
n

r r r r

A J k r A H k r nα α

ϕ θ ϕ θ ϕ θ ϕ θ

θ
+∞

=−∞

= + +

 = + ∑
                        (9) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 r s
1 1 1 1 1 1

1
0 1 1 1 1 1 1

, , ,

exp In n n n
n

r r r

B J k r B H k r nβ β

ψ θ ψ θ ψ θ

θ
+∞

=−∞

= +

 = + ∑
                      (10) 

其中 ( ) ( ) ( )0 1 1 1exp I I cos 1 exp I I cosn
nA n k h K n k hα α α α α αθ θ θ θ= − + − − + ， 

( ) ( )0 2 11 exp I I cosn
nB K n k hβ β βθ θ= − − +  
涂层中的总波场为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 2 2 1 2 2 1 1, exp In n n n

n
r A J k r C H k r nα αϕ θ θ

+∞

=−∞

 = + ∑                      (11) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 1 2 2 1 2 2 1 1, exp In n n n

n
r B J k r D H k r nβ βψ θ θ

+∞

=−∞

 = + ∑                      (12) 
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其中 2nA ， 2nB ， 2nC 和 2nD 是涂层中的未知系数， 2kα 、 2kβ 、 ( )2
pc 、

( )2
sc 分别是涂层中 P 波和 SV 波的波

数和波速， ( ) ( )2
nH ⋅ 是 n 阶第二类 Hankel 函数。 

芯体中的总波场为： 

( ) ( ) ( ) ( )3
1 1 3 3 1 1, exp In n

n
r A J k r nαϕ θ θ

+∞

=−∞

= ∑                              (13) 

( ) ( ) ( ) ( )3
1 1 3 3 1 1, exp In n

n
r B J k r nβψ θ θ

+∞

=−∞

= ∑                              (14) 

其中 3nA 和 3nB 是芯体中的未知系数， 3kα 、 3kβ 、 ( )3
pc 、

( )3
sc 以及 3kβ 和

( )3
sc 分别是芯体中 P 波和 SV 波的波

数和波速。 
由圆柱坐标系中，位移与位移势的关系为： 

1
ru

r r
ϕ ψ

θ
∂ ∂

= +
∂ ∂

                                       (15) 

1u
r rθ

ϕ ψ
θ
∂ ∂

= −
∂ ∂

                                       (16) 

以及相应的应力与位移势的关系为： 
2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 12rr r r r rr r r r
ϕ ϕ ϕ ϕ ψ ψσ λ µ

θ θθ
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂   
                      (17) 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 12
r r r r r rr r r rθθ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ψ ψσ λ µ
θ θθ θ

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂   

             (18) 

2 2 2

2 2

2 12r r
r r r r rrθ
µ ϕ ϕ ψ ψ ψσ

θ θ θ
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − + − + ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ 
                                (19) 

将式(9)~(14)代入式(15)~(19)中，可以得到基体、涂层及芯体中的位移场与应力场分别为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 3 1 3
0 71 1 1 1 71 1 1 0 72 1 1 1 72 1 1 1

1

1 I I exp In n n nr
n

u A M k r A M k r B M k r B M k r n
r α α β β θ

∞

=−∞

 = + + + ∑         (20) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 3 1 3
0 81 1 1 1 81 1 1 0 82 1 1 1 82 1 1 1

1

1 I I exp In n n n
n

u A M k r A M k r B M k r B M k r n
r α α β βθ θ

∞

=−∞

 = + + + ∑         (21) 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1
1 1 3 1 3

0 11 1 1 1 11 1 1 0 12 1 1 1 12 1 1 12
1

2 I I exp In n n nr r
n

A E k r A E k r B E k r B E k r n
r α α β β
µσ θ

∞

=−∞

 = + + + ∑         (22) 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1
1 1 3 1 3

0 21 1 1 1 21 1 1 0 22 1 1 1 22 1 1 12
1

2 I I exp In n n n
n

A E k r A E k r B E k r B E k r n
r α α β βθ θ
µσ θ

∞

=−∞

 = + + + ∑        (23) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

(1)
1 (1) (3) (1) (3)

0 41 1 1 1 41 1 1 0 42 1 1 1 42 1 1 12
1

2 I I exp Ir n n n n
n

A E k r A E k r B E k r B E k r n
rθ α α β β
µσ θ

∞

=−∞

 = + + + ∑         (24) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1 4 1 4
2 71 2 1 2 71 2 1 2 72 2 1 2 72 2 1 1

1

1 I I exp In n n nr
n

u A M k r C M k r B M k r D M k r n
r α α β β θ

∞

=−∞

 = + + + ∑       (25) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1 4 1 4
2 81 2 1 2 81 2 1 2 82 2 1 2 82 2 1 1

1

1 I I exp In n n n
n

u A M k r C M k r B M k r D M k r n
r α α β βθ θ

∞

=−∞

 = + + + ∑       (26) 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2
2 1 4 1 (4)

2 11 2 1 2 11 2 1 2 12 2 1 2 12 2 1 12
1

2 I I exp In n n nr r
n

A E k r C E k r B E k r D E k r n
r α α β β
µσ θ

∞

=−∞

 = + + + ∑      (27) 
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( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2
2 1 4 1 4

2 21 2 1 2 21 2 1 2 22 2 1 2 22 2 1 12
1

2 I I exp In n n n
n

A E k r C E k r B E k r D E k r n
r α α β βθ θ
µσ θ

∞

=−∞

 = + + + ∑      (28) 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2
2 1 4 1 4

2 41 2 1 2 41 2 1 2 42 2 1 2 42 2 1 12
1

2 I I exp In n n nr
n

A E k r C E k r B E k r D E k r n
r α α β βθ
µσ θ

∞

=−∞

 = + + + ∑      (29) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

3 1 1
3 71 3 1 3 72 3 1 1

1

1 I exp In nr
n

u A M k r B M k r n
r α β θ

∞

=−∞

 = + ∑                           (30) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

3 1 1
3 81 3 1 3 82 3 1 1

1

1 I exp In n
n

u A M k r B M k r n
r α βθ θ

∞

=−∞

 = + ∑                           (31) 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

3
3 1 1

3 11 3 1 3 12 3 1 12
1

2 I exp In nr r
n

A E k r B E k r n
r α β
µσ θ

∞

=−∞

 = + ∑                         (32) 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

3
3 1 1

3 21 3 1 3 22 3 1 12
1

2 I exp In n
n

A E k r B E k r n
r α βθ θ
µσ θ

∞

=−∞

 = + ∑                         (33) 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

3
3 1 1

3 41 3 1 3 42 3 1 12
1

2 I exp In nr
n

A E k r B E k r n
r α βθ
µσ θ

∞

=−∞

 = + ∑                         (34) 

其中 ( ) ( ),k k
ij ijM E 是波的变化函数(见附录)。 

2.3. 边界条件 

2.3.1. 位移边界条件 
在界面 1r a= 与 1r b= 处，对于位移边界条件，本研究采用的线性弹簧模型对不完美界面进行模拟。

该模型假设牵引力是连续的，而界面上的位移可能是不连续的。更精确地说，界面的不连续点的位移分

量与它们各自的界面牵引力分量成比例。利用上述概念，位移边界条件为 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1
1 2 1 2

11 1
, ,r r r

r r
r

u u u u r a
k k

θ
θ θ

θ

σ σ
− = − = =                                 (35) 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

3 3
3 2 3 2

13 3
, ,r r r

r r
r

u u u u r b
k k

θ
θ θ

θ

σ σ
− = − = =                                 (36) 

2.3.2. 应力边界条件 
由广义 Young-Laplace 方程(推导过程参考文献[16])可以得到应力边界条件为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 2 1 11 1
1 1

1 1 1
1 2 1 1

1 1
1 1

1

,
1

r r r r r r

r r
r r

s s

r a
s s

θ θ

θ θ
θ θ

σ σ ν σ ν σ

σ σ
σ σ ν ν

θ θ

 − = − −
 = ∂ ∂
 − = − − +

∂ ∂

                      (37) 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

3 2 3 33 3
2 2

3 3 1
3 2 3 3

2 2
1 1

1

,
1

r r r r r r

r r
r r

s s

r b
s s

θ θ

θ θ
θ θ

σ σ ν σ ν σ

σ σ
σ σ ν ν

θ θ

 − = − −
 = ∂ ∂
 − = − − +

∂ ∂

                     (38) 

( ) ( )1 2 12 2

2 2, ,
2 2

s s s s as s s
ba b

µ λ µ λ η η
µ µ
+ +

= = = =                                (39) 

其中， 1s ， 2s 为纳米尺度下衡量表面效应的无量纲参数。 
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将式(20)~(34)代入边界条件(35)~(39)中，利用三角函数的正交性，在等式两端同乘 ( )1exp Imθ 并在

[ ],−π π 上积分得到线性方程组 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1 3 1 3
0 71 1 1 71 1 0 72 1 1 72 1

1 4 1 4
2 71 2 2 71 2 2 72 2 2 72 2

1
1 3 1 3

0 11 1 1 11 1 0 12 1 1 12 11

I I

I I

2 I I

n n n n

n n n n

n n n n
r

A M k a A M k a B M k a B M k a

A M k a C M k a B M k a D M k a

A E k a A E k a B E k a B E k a
k a

α α β β

α α β β

α α β β
µ

+ + +

− + + +

= + + +

                       (40) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1 3 1 3
0 81 1 1 81 1 0 82 1 1 82 1

1 1 4(4)
2 81 2 2 81 2 2 82 2 2 82 2

1
1 3 1 3

0 41 1 1 41 1 0 42 1 1 42 11

I I

I I

2 I I

n n n n

n n n n

n n n n

A M k a A M k a B M k a B M k a

A M k a C M k a B M k a D M k a

A E k a A E k a B E k a B E k a
k a

α α β β

α α β β

α α β β
θ

µ

+ + +

− + + +

= + + +

                       (41) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1 1
3 81 3 3 82 3

1 4 1 4
2 81 2 2 81 2 2 82 2 2 82 2

3
1 1

3 41 3 3 42 33

I

I I

2 I

n n

n n n n

n n

A M k b B M k b

A M k b C M k b B M k b D M k b

A E k b B E k b
k b

α β

α α β β

α β
θ

µ

+

− + + +

= +

                        (42) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

1

1 1
3 81 3 3 82 3

1 4 1 4
2 81 2 2 81 2 2 82 2 2 82 2

3
1 1

3 41 3 3 42 33

I

I I

2 I

n n

n n n n

n n

A M k b B M k b

A M k b C M k b B M k b D M k b

A E k b B E k b
k b

α β

α α β β

α β
θ

µ

+

− + + +

= +

                      (43) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 3 1 3
0 11 1 1 11 1 0 12 1 1 12 1

2
1 4 1 4

2 11 2 2 11 2 2 12 2 2 12 21

1 1 3 1 3
1 0 21 1 1 21 1 0 22 1 1 22 1

1 1 3 1
1 0 11 1 1 11 1 0 12 1

I I

I I

1 I I

I

n n n n

n n n n

n n n n

n n n

A E k a A E k a B E k a B E k a

A E k a C E k a B E k a D E k a

s A E k a A E k a B E k a B E k a

s A E k a A E k a B E k a

α α β β

α α β β

α α β β

α α β

µ
µ

ν

ν

+ + +

− + + +

= − + + +

− + + ( ) ( )( )3
1 12 1I nB E k aβ+

                  (44) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 3 1 3
0 41 1 1 41 1 0 42 1 1 42 1

2
1 4 1 4

2 41 2 2 41 2 2 42 2 2 42 21

1 1 3 1 3
1 0 21 1 1 21 1 0 22 1 1 22 1

1 1 3
1 0 11 1 1 11 1 0 1

I I

I I

I 1 I I

I I I

n n n n

n n n n

n n n n

n n n

A E k a A E k a B E k a B E k a

A E k a C E k a B E k a D E k a

ns A E k a A E k a B E k a B E k a

ns A E k a A E k a B E

α α β β

α α β β

α α β β

α α

µ
µ

ν

ν

+ + +

− + + +

= − − + + +

+ + + ( ) ( ) ( ) ( )( )1 3
2 1 1 12 1nk a B E k aβ β+

               (45) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1
3 11 3 3 12 3

2
1 4 1 4

2 11 2 2 11 2 2 12 2 2 12 23

3 1 1 3 1 1
2 3 21 3 3 22 3 2 3 11 3 3 12 3

I

I I

1 I I

n n

n n n n

n n n n

A E k b B E k b

A E k b C E k b B E k b D E k b

s A E k b B E k b s A E k b B E k b

α β

α α β β

α β α β

µ
µ

ν ν

+

− + + +

= − + − +

            (46) 
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( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1
3 41 3 3 42 3

2
1 4 1 4

2 41 2 2 41 2 2 42 2 2 42 23

3 1 1 3 1 1
2 3 21 3 3 22 3 2 3 11 3 3 12 3

I

I I

I 1 I I I

n n

n n n n

n n n n

A E k b B E k b

A E k b C E k b B E k b D E k b

ns A E k b B E k b ns A E k b B E k b

α β

α α β β

α β α β

µ
µ

ν ν

+

− + + +

= − − + + +

        (47) 

2.4. 数值结果与分析 

应力集中因子指的是在一个不连续区域里的最大应力与标准局部应力的比值，是一个局部区域中应

力集中严重程度的度量标准。半空间中具有非理想界面的纳米圆柱芯–壳结构涂层界面处的动应力集中

因子 DSCF 定义为： 
( )
1 1

1

0

DSCF θ θσ
σ

=                                        (48) 

其中 ( )1 2
0 1= kβσ µ− 表示入射波产生的最大静应力值。 

以下通过取不同材料参数来研究入射波的入射角，入射波的频率，弹簧系数对动应力集中因子的影

响。在考虑表面效应和弹簧模型之后，DSCF不仅与入射波波数有关，而且与表面参数和弹簧系数有关。 
在图2中，取 k = ∞，此时不考虑界面的不完美性，由圣维南原理取 8h = ，结果Ou等人的结果一致，

验证了本文结论的可行性。从而再考虑弹簧模型因素，取低频 1 0.2k aα = 时，观察表面效应参数 1s 的变化

对动应力集中因子的影响。随着 1s 的增大，最大DSCF也在增大。 
在图3中，考虑以低频 1 0.2k aα = ，入射角为 1.5αθ = 时入射，弹簧系数k的变化对动应力集中因子的

影响。从图中可以看到，随着k的增大，DSCF趋于稳定，说明界面与理想界面越接近。 
在图4中，考虑以低频 1 0.2k aα = ，入射角为 0.1αθ = 时入射，弹簧系数k的变化对动应力集中因子的

影响。从图中可以看到，随着k的增大，DSCF趋于稳定。与图3比较可得，当入射角的不同时，不仅同一

位置的DSCF有明显变化，而且最大DSCF也明显增大。 
 

 

Figure 2. Influence of surface parameter 1s  on DSCF, when 1 0.2k aα =  and 0.1αθ =  
图 2. 波数 1 0.2k aα = ， 0.1αθ = 时，表面参数 1s 对 DSCF 的影响 
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Figure 3. Influence of spring coefficient k on DSCF, when 1 0.2k aα =  and 1.5αθ =  
图 3. 波数 1 0.2k aα = ， 1.5αθ = 时，弹簧系数 k 对 DSCF 的影响 

 

 

Figure 4. Influence of spring coefficient k on DSCF, when 1 0.2k aα =  and 0.1αθ =  
图 4. 波数 1 0.2k aα = ， 0.1αθ = 时，弹簧系数 k 对 DSCF 的影响 

 

在图5中，考虑高频 1k aα = π下，弹簧系数k的变化对动应力集中因子的影响。从图中可以看到，高

频下由于波数增大，动应力集中因子相对低频比较敏感，所以DSCF会出现多个峰值，图像也更为复杂，

而且高频下的动应力集中强度低于低频入射。 

3. 结论 

本文利用波函数展开法研究了半空间中具有非理想界面的纳米圆柱芯–壳结构对平面入射平面P波的

多重衍射问题。通过对表面参数、入射波频率以及弹簧系数的不同取值，探讨了对应的动应力分布规律， 
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Figure 5. Influence of spring coefficient k on DSCF, when 1k aα = π  and 1.5αθ =  
图 5. 波数 1k aα = π， 1.5αθ = 时，弹簧系数 k 对 DSCF 的影响 

 

分析了纳米尺度下表面效应和弹簧模型对环向应力的影响。结果表明：表面效应对动应力集中强度的影

响显著；入射波的入射角度对动应力集中强度的影响显著；考虑表面效应之后，弹簧系数对动应力集中

强度的影响也是不可忽略的。 
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附  录 
( ) ( ) ( ) ( )1
71 1 1 1 1n nM k r nJ k r rJ k rα α αα −= − +

             
( ) ( ) ( )1
72 1 1nM k r nJ k rβ β=  

( ) ( ) ( )1
81 1 1nM k r nJ k rα α=                           

( ) ( ) ( ) ( )1
82 1 1 1 1 1n nM k r nJ k r k r J k rβ β β β−= −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 2 2
71 1 1 1 1 1n nM k r nH k r k r H k rα α α α−= − +           

( ) ( ) ( )4 (2)
72 1 1nM k r nH k rβ β=  

( ) ( ) ( ) ( )4 2
81 1 1nM k r nH k rα α=                         

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 2 2
82 1 1 1 1 1n nM k r nH k r k r H k rβ β β β−= −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 1
71 1 1 1 1 1n nM k r nH k r k r H k rα α α α−= − +           

( ) ( ) ( ) ( )3 1
72 1 1nM k r nH k rβ β=  

( ) ( ) ( ) ( )3 1
81 1 1nM k r nH k rα α=                         

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 1
82 1 1 1 1 1n nM k r nH k r k r H k rβ β β β−= −  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

11 2
11 1 1 1 1 12 n n

k r
E k r n n J k r k r J k rβ

α α α α−

 
= + − −  
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
12 1 1 1 1 1n nE k r n n J k r nk r J k rβ β β β−= − + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

13 1 12
11 1 1 1 1 12 n n

k r
E k r n n H k r k r H k rβ

α α α α−

 
= + − −  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 12
12 1 1 1 1 1n nE k r n n H k r nk r H k rβ β β β−= − + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2
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11 1 1 1 1 12 n n

k r
E k r n n H k r k r H k rβ

α α α α−

 
= + − −  
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 2 22
12 1 1 1 1 1n nE k r n n H k r nk r H k rβ β β β−= − + +  
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