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Abstract 
We study the plasmon excitations in two-dimensional disk, based on the linear response theory in 
the random-phase approximation and the free-electron gas model. With the help of energy ab-
sorption spectrum and charge distribution, the effect of external electric fields on plasmon is 
obtained. Results show that the uniform external electric field only can excite quadrupole plas-
mon; the non-uniform external electric field can excite both quadrupole plasmon and quadrupole 
plasmon. 
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摘  要 

基于自由电子气体模型和无规相近似下的线性响应理论，我们研究了二维圆盘中的等离激元。借助能量

损耗谱和电荷分布，不同外场对等离激元模式的影响被获得。结果显示：均匀电场只能激发偶极等离激
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元，而非均匀电场既可激发偶极等离激元，也可激发四极等离激元。 
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1. 引言 

早在一百多年前，人们就已发现贵金属纳米颗粒对可见光具有很强的吸收特性。这种现象的本质是

费米能级附近导带上的自由电子在电磁场的驱动下在金属表面发生了集体振荡。电子系统的这种集体振

荡通常被称为等离激元，它可以被电子激发，也可以被光激发。等离激元被激发时可以产生许多奇异效

应，如负折射率现象[1] [2]、非线性增强效应[3] [4] [5] [6]、远场耦合效应[7] [8] [9]、透射增强效应[10] [11] 
[12] [13]等，使其展露出很大的应用潜力。目前，基于等离激元性能的器件研究已经取得了很大的进展。

人们发现，利用等离激元可以提高近场显微镜的分辨率、提升二极管的发光效率、实现纳米尺度的电磁

场调控以及实现隐身等。 
最近，基于自由电子气体模型和无规相近似下的线性响应理论，我们提供了一种研究等离激元的新

方法[14] [15]。利用这种新方法，我们发现在耦合原子链中，纵向等离激元随原子链长的增大而发生红移，

横向等离激元随原子链长的增加而发生蓝移；纵向等离激元的电荷分布成体分布特征，而横向等离激元

则分化成了中心模式(电荷主要分布在原子链的中心)和两端模式(电荷主要分布在原子链的两端) [14]。用

新方法得到的这些研究结果和以前人们的研究结果一致，这充分说明了新方法的有效性和正确性。利用

新方法，我们还发现了四极等离激元，而四极等离激元在以前的研究中并没有被发现。此外，利用新方

法可以获得电子振荡的本征方程，借助电子振荡的本征方程，我们可以获得一个系统所有的等离激元模

式，这是新方法的最大优点[15]。目前，人们主要通过系统对外界的共振响应来获得系统存在的等离激元

模式。这种方法的不足之处是，研究结果易受外场的影响，一些等离激元模式常因没有被激发而没有被

发现。但是，利用新方法我们可以获得系统的所有等离激元模式，且结果不受外场影响。 
本文中，我们主要把研究等离激元的新方法推广到二维圆盘系统。在圆盘中，电子的本征函数是个

复变函数，这导致圆盘中等离激元模式的查找要比耦合原子链中等离激元的查找要复杂的多。本文中，

我们采用新方法重点研究不同外场对圆盘内等离激元的激发。 

2. 研究方法 

由含时密度泛函理论可知，一个系统因外界扰动所产生的诱导电荷密度可以写成 

( ) ( ) ( ), , , , dind Vρ ω ω ω′ ′ ′= Π∫r r r r r                              (1) 

其中 ( )ω′Π∫ , ,r r 是密度–密度响应函数，在无规则相近似下，其可写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, , 2 n m
n m m n

nm n m

f E f E
e

E E i
ω ψ ψ ψ ψ

ω γ
∗ ∗−

′ ′ ′Π =
− − −∑∫ r r r r r r                  (2) 
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其中， ( )nf E 是费米分布函数。本文我们只考虑零温情况，在费米能级以下费米分布函数为 1，在费米

能级以上费米分布函数为 0。 nψ 和 nE 分别代表系统未受外界扰动时的本征函数和本征能量。V 为作用于

系统的总扰动势，其可看作由外加电势 extV 和诱导电势 indV 组成，即 ext indV V V= + 。 
由库伦定律知，诱导电荷在空间产生的电势为 

( ) ( )
0

,1, d
4π

ind
indV

ρ ω
ω

ε
′

′=
′−∫

r
r r

r r
                                 (3) 

将电荷密度(1)式代入上式，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0

1, 2 d
4π

n m n mind ext ind
nm nm

nm n m

f E f E
V e V V

E E i
ψ ψ

ω ω ω
ω γ ε

∗ ′ ′−
 ′= × + ′− − − −∑ ∫

r r
r r

r r
           (4) 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( ),nm n mV Vω ψ ω ψ∗= ∫ r r r                                  (5) 

在(4)式两边，同乘以 ( ) ( )n mψ ψ∗
′ ′r r 并对整个系统积分，可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0

12 d d
4π

n m n m n mind ext ind
n m nm nm

nm n m

f E f E
V e V V

E E i
ψ ψ ψ ψ

ω ω ω
ω γ ε

∗ ∗
′ ′

′ ′

′ ′−
  ′= × + ′− − − −∑ ∫

r r r r
r r

r r
     (6) 

令 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

,
0

2 d d
4π

n m n m n m
n m nm

nm n m

f E f EeM
E E i

ψ ψ ψ ψ
ω

ε ω γ

∗ ∗
′ ′

′ ′

′ ′−
′=

′− − − −∑ ∫
r r r r

r r
r r

               (7) 

则(6)式可写成 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,
ind ext

n m nm n m nm nm n m nm nm
nm nm

M V M Vδ ω ω ω ω′ ′ ′ ′ ′ ′ − = ∑ ∑                     (8) 

当外加电场知道时，根据电场和电势的关系 ( ) ( ), , dextV ω ω= − ⋅∫
0r

r
r E r r 可以获得 ( )extV ω  ( 0r 是电势

参考点)，进而利用(5)式可获得 ( )ext
nmV ω 。当 ( )ext

nmV ω 知道时，利用(8)式可获得 ( )ind
nmV ω ，进而利用(1)式可

获得诱导电荷密度。 
等离激元是电荷的集体振荡，当其激发时会使系统的能量损耗增大，从而导致能量损耗谱中出现损

耗峰。因而，我们可以认为能量损耗(Energy absorption)峰所对应的频率就是等离激元的频率。通常情况

下，一个系统的能量损耗可以通过下式来计算 

( ) ( ) ( ){ }1 Im , ,
2

ind extA Vω ω ρ ω ω
∗

 = −  ∫ r r                           (9) 

下面，我们来具体研究半径为 R 的二维圆盘中等离激元的激发，圆盘的模型如图 1 所示。 
在自由电子气体模型下，圆盘内电子的本征函数和本征能量分别为 

( ) ( )

2
0

2
10

1,
π

nk
n

in
nk

n nk

xJ r
R

r e
J xR

θψ θ ±

−

 
 
 =                               (10) 

2 2

2
02

nk
nk

e

xE
m R

=


                                        (11) 

这里， nkx 代表 n 阶贝赛尔函数的第 k 个零点， em 是电子的质量。在后面的计算中，为了表示方面，电子 
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Figure 1. The two-dimensional disk model in the external electric field incident 
图 1. 外电场入射下的二维圆盘模型 

 
的波函数被简写成 

( ) ( ), in
nk n kr CR N r e θψ θ ±=                                 (12) 

这里 2
01 πC R= ， 0k nkN x R= ， ( ) ( )

0

nk
n k n n nk

xR N r J r J x
R

 
=  

 
。将(12)式代入(1)式，并利用电荷密度和 

电势的展开式 

( ) ( ), , ,ind ind im
m

m
r r e θρ θ ω ρ ω=∑                              (13) 

( ) ( ), , ,ind ind im
m

m
V r V r e θθ ω ω=∑                              (14) 

可得 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

,

2

1 1, 4πind
m

nk k nk nkn m k n m k

ext ind
n k n m k nkk nkk

r e
E E i E E i

C R N r R N r V V

ρ ω
ω γ ω γ

ω ω

′ ′ ′+ +

′ ′ ′+

  
  = +

 − − − − + +   
 × + 

∑
              (15) 

( ) ( )
( )

( )
( )

2 2
0

, e
, d d

4π 2 cos

ind im
mind

m
r r

V r r
r r rr

θ θρ ω
ω θ θ

ε θ θ

′−′ ′
′ ′= −

′ ′ ′+ − −
∫                     (16) 

这里 

( ) ( ) ( ) ( )2 , dnkk n m k n k mV C r R N r R N r V r rω ω′ ′+′ ′ ′ ′ ′= ∫                        (17) 

将电荷密度(15)式代入电势方程(16)式后，两边同乘以 ( ) ( )2
a b a m bC rR N r R N r′+ ，并对 r 积分，则有 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
ind ext

abb abb nkk nkk abb nkk nkk
nkk nkk

M V M Vδ ω ω ω ω′ ′ ′ ′ ′ ′ ′
′ ′
 − = ∑ ∑                     (18) 

其中 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

2 4
,

( )

2 2
0

1 14π

e
d d d

4π 2 cos

abb nkk
nk nkn m k n m k

im
a m b a b a b a m b

M e C
E E i E E i

rr R N r R N r R N r R N r
r r

r r rr

θ θ

ω
ω γ ω γ

θ θ
ε θ θ

′ ′
′ ′+ +

′−
′ ′+ +

 
 = +
 − − − − + + 

′ ′ ′
′ ′× −

′ ′ ′+ − −
∫

          (19) 

将(13)式和(14)式代入(9)式，化简后可获得圆盘系统的能量损耗可写成 
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( ) ( ) ( )π Im , , dind ext
m m

m
A r r V r rω ω ρ ω ω = −   

∑∫                        (20) 

由(14)式可知 

( ) ( ) ( )1, , , cos d
2π

ext ext
mV r V r mω θ ω θ θ= ∫                          (21) 

当外加电势 ( ), ,extV r θ ω 已知时，通过(21)式可求得 ( ),ext
mV r ω ；将 ( ),ext

mV r ω 代入(17)式，进而可求得

( )ext
nkkV ω′ ；将 ( )ext

nkkV ω′ 代入(18)式，可求得 ( )ind
nkkV ω′ 。当获得 ( )ext

nkkV ω′ 和 ( )ind
nkkV ω′ 后，利用(15)式可获得诱导

电荷密度 ( ),ind
m rρ ω ，进而通过(13)式获得等离激元激发时的电荷分布。当 ( ),ext

mV r ω 和 ( ),ind
m rρ ω 知道后，

利用(20)式可获得吸收谱。 

3. 结果与分析 

在下面的计算结果中，频率 ω 是以 2 2 2π 2 em a 位单位， em 代表电子的质量， 0.2857 nma = 代表金

的晶格常数。能量损耗谱和电荷分布分别是通过(13)式和(20)式获得。此外，因本文主要讨论零温情况下

金属圆盘内的等离激元激发，所以，圆盘内电子为半填充状态，在费米能级以上费米分布函数为 0，在

费米能级以下费米分布函数为 1。 
首先，我们研究了均匀电场 ( ) 0, i tE y E e ωω −′ =  (如图 1 所示)作用下圆盘内等离激元的激发。当等离激

元激发时，由于电子的集体振荡，导致系统的能量损耗增加，从而在能量损耗谱中出现损耗峰。我们可

以通过损耗峰，来寻找等离激元的频率。图 2 展示了有损耗峰出现的各频率区间的能量损耗谱，这里

0 2R a= × 。利用损耗峰，四个模式的等离激元被发现，这四个模式的频率分别为：0.363、0.475、0.5786
和 1.1。 

为了对等离激元有更直观的认识，图 3 给出了等离激元激发时的电荷分布。在图 3 中，第一排显示

的是电荷实部的分布，第二排显示的是电荷的虚部分布。不难发现，电荷的实部分布和虚部分布十分相

似，它们只有相位差异。从电荷分布对称性的角度来看，电荷分布相对于 y 轴(见图 1)成对称性分布，电

荷分布相对于 z 轴成反对称分布。因电场关于 y 轴对称，所以电荷分布关于 y 轴对称是理所当然的，这

并不能反映等离激元特征。所以，在下面的描述中电荷的对称性都是相对于 z 轴(z 轴与电场的对称轴相

垂直)而言的，这中电荷分布更能反映出等离激元激发时的电荷分布特征。 
接下来，我们研究了非均匀电场 ( ) 0, i tE y y E e ωω −′ ′= 作用下等离激元的激发。图 4 展示了，非均匀电场

作用下，有损耗峰出现的各频率区间的能量损耗谱，这里 0 2R a= × 。第一排的四个图，展示了再非均匀

电场和均匀电场作用下都可以出现的损耗峰，这四个损耗峰所对应的频率分别为 0.363、0.475、0.5786
和 1.1；第二排的三个峰展示了只有在非均匀电场作用下才可以出现的峰，这些峰对应的频率分别位：

0.6592、0.7906、0.8748。 
图 5 展示了均匀电场和非均匀电场都可激发的等离激元(即，图 4 中第一排的四个损耗峰所对应的等

离激元)的电荷分布，这里的电荷分布是在非均匀场的作用下获得的。图 5 显示电荷分布成反对称性。对

比图 4 和图 5 可以发现，同一模式的等离激元电荷分布特征并没因外场的变化而改变。 
图 6 展示了，相对于非均匀电场而言，均匀电场未激发的等离激元模式(即，图 4 中第二排的三个损

耗峰所对应的等离激元模式)的电荷分布。从图中，可以清晰的看到这些电荷分布都展现出了对称分布的

特征。我们知道对于反对称性的电荷分布是偶极响应存在的标志；而对称性的电荷分布是四极响应存在

的标志。这些研究结果说明，像在一维原子链系统一样，均匀电场只能激发圆盘系统的偶极等离激元，

而非均匀电场既可激发圆盘系统的偶极等离激元又可激发四极等离激元。 
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Figure 2. Energy Absorption ( )A ω  with frequency ω  in the uniform external electric field 

图 2. 在均匀电场作用下能量损耗随频率ω 的变化 
 

 
Figure 3. The charge distribution of the plasmon excited by the uniform electric field 
图 3. 均匀电场激发的等离激元的电荷分布 

 

 
Figure 4. Energy absorption ( )A ω  with frequency ω  in the non-uniform electric field 

图 4. 在非均匀电场作用下能量损耗随频率ω 的变化 
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Figure 5. The charge distribution of the plasmon excited by both the uniform field and the non-uniform field 
图 5. 均匀电场和非均匀电场都能激发的等离激元的电荷分布 

 

 
Figure 6. The charge distribution of the plasmon excited only by the non-uniform field 
图 6. 非均匀电场能激发而均匀电场不能激发的等离激元的电荷分布 

4. 结论 

基于自由电子气体模型和无规相近似下的线性响应理论，我们提供了研究二维圆盘中等离激元模式

的方法。结果发现，均匀电场只能激发圆盘中的偶极等离激元，而非均匀电场则既可激发偶极等离激元，

又可激发四极等离激元。这些研究结果反映出，在利用系统对外界的共振响应来寻找等离激元时，结果

会因一些等离激元没有激发而不能被找到。因而，寻找研究等离激元的新方法是十分有必要的。 
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