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摘  要 

本研究探讨了时变系统中的线性二次零和博弈问题，与以往依赖系统模型的方法有所不同。本文提出了

一种无模型的强化学习算法，用于寻找纳什均衡解。首先，通过奇异摄动理论，将时变动态博弈问题转

化为两个定常系统的博弈问题。接着，利用无模型的强化学习算法，确定这两个定常系统的纳什均衡，

进而近似求解了时变系统的纳什均衡解。本文提出的算法框架将为处理基于强化学习的时变系统鲁棒控

制问题或信息物理系统的弹性控制问题提供新的研究思路。 
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Abstract 
This paper tackles the challenge of linear quadratic zero-sum games within dynamic systems that 
evolve over time. In contrast to previous methods that heavily rely on system models, this paper 
introduces a novel model-free reinforcement learning algorithm to determine Nash equilibrium 
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solutions. To begin, the paper employs the singular perturbation theory to transform the time- 
varying dynamic game problem into two separate time-invariant dynamic game problems. Then, 
by leveraging a model-free reinforcement learning algorithm, it identifies Nash equilibria for 
these two time-invariant systems, effectively approximating the Nash equilibrium solution for the 
original time-varying system. The algorithm framework proposed in this paper introduces a fresh 
perspective for addressing robust control problems in dynamic systems with time variations. Ad-
ditionally, it opens up new possibilities for robust control problems in time-varying systems or 
achieving resilient control in cyber-physical systems by harnessing the power of reinforcement 
learning. 
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1. 引言 

二人零和微分博弈研究涉及微分方程驱动的系统中的冲突问题[1]。这种类型的博弈经常涉及到追捕

–逃避博弈，其中一方(通常是追捕者)试图在尽可能短的时间内将另一方(逃避者)引导到一个特定的目标

位置，这类问题在航空航天等领域中经常出现[2]。另一个例子是带有干扰的最优控制问题，其中第二个

参与者被视为干扰源，控制器必须努力优化系统的性能，同时考虑到干扰的存在。这种情况下，通常需

要研究最坏情况设计，以确保系统在最不利的情况下仍然能够正常运行[3]，在经济学文献中，这种情况

有时也被称为奈特氏不确定性[4]。 
对于连续时间线性系统，解决线性二次零和微分博弈问题通常需要求解广义博弈代数里卡提方程 

[1]。通过将克莱曼算法扩展到连续时间线性双人零和博弈中[5]，可以近似地离线求解博弈问题。在过去

的研究中，一些学者采用了不同的方法来解决这个问题。Lewis 和 Feng 等人在处理第一个控制器(即第一

个玩家的动作)时使用了带有迭代的内部循环[6] [7]。而 Van der Schaft 以及 Abu-Khalaf 等人则设计了一种

在处理第二个控制器(即第二个玩家的动作)时进行迭代的内部循环[8] [9]。尽管这些迭代算法可以近似求

解博弈代数里卡提方程，但通常情况下，每个迭代步骤的代价函数仍然难以精确求解。以上研究均考虑

定常系统，在过去的十年里，时变(动态)系统的控制和分析得到了广泛的研究。火箭着陆[10]，电子电路

中的能量节约[11]等应用可归类为有限时域的时变系统。求解这类问题需要求解线性时变系统的时变里卡

提方程或非线性系统的时变哈密顿–雅可比方程。与定常方程相比，求解时变方程则更加复杂和困难。

此外，以上的算法都需要了解系统的全部或部分动力学知识。 
强化学习最近在几个突出的决策问题上取得了令人瞩目的进展[12]，例如下围棋[13] [14]和玩实时策

略游戏[15]。有趣的是，所有这些问题都可以表述为涉及两个对手或团队的零和马尔可夫博弈。强化学习

被广泛应用于解决最优控制问题，如[16] [17] [18] [19]，它已被证明是处理具有未知动力学的线性或非线

性系统的零和博弈问题的有效方法。文献[20]针对离散系统提出了对应的强化学习算法。文献[21]则针对

连续系统提出了一种不使用任何系统动力学先验知识的线性二次零和博弈的强化学习算法。在[20]和[21]
中提出的解决方案适用于在假设状态的全部知识可供反馈的情况下。文献[22] [23]提出基于输出反馈的强

化学习算法用于处理线性二次零和博弈。值得注意的是，以上提到的强化学习算法都针对时不变系统，
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在处理时变系统是则不适用。在文献[24]中，作者提出了一种针对离散时变系统的策略迭代法来寻找控制

器。而文献[25]则关注了连续时间周期系统，文献[26]则是专注于无限时域情况下设计基于值迭代的学习

控制器。此外，文献[27]针对时变的连续系统提出了强化学习方法。然而，对于有限时域内时变系统的博

弈问题，目前尚未进行充分的相关研究。 
为了解决上述问题，本文借鉴了开创性工作[28]中解决具有给定边界条件的有限视界时变问题的思

想。其核心理念是：当成本函数需要在较长时间段内进行优化时，时变系统呈现出双时间尺度的特性。

文献[28]的研究表明，这种时变系统可以被简化成两个定常系统。最终，原始系统的结果可以通过叠加解

决初始边界问题和终端边界问题的结果来逼近。进一步地，我们应用了离线学习的思想[29]来估计这两个

边界问题的纳什均衡。通过将原系统的复杂性简化成两个相对简单的问题，最终成功地无模型地学习了

这两个独立的纳什均衡。该方法使得处理有限视界时变系统的博弈问题变得更加可行和高效。 
综上所述，我们提出的模型的主要贡献如下 
针对时变系统的线性二次动态博弈问题，基于奇异摄动的强化学习方法近似地学习到了纳什均衡的

次优解。 
为后续研究时变系统的 H∞ 控制问题，时变的信息物理系统的弹性控制问题提供了强化学习求解的新

思路。 
本文的剩余部分结构安排如下：第二节描述时变系统线性二次动态博弈的问题。在这一节中，将详

细讨论时变系统的性质以及线性二次动态博弈的背景和关键问题。第三节利用奇异摄动方法将原问题描

述为两个双时间尺度的子问题。本节将介绍奇异摄动方法的应用，将复杂的问题分解为两个不同时间尺

度下的子问题，以便更好地理解和解决。第四节概述了估计系统纳什均衡的强化学习算法。在这一节中，

将介绍用于估计系统纳什均衡的强化学习算法的关键原理和方法。第五节给出本文的结论和未来进一步

研究方向。 
这一结构安排清晰地指导了读者在文章中的导向，使他们能够逐步理解问题、方法和结论，并为未

来的研究提供了一个有益的参考点。 

2. 问题描述 

考虑由线性动力系统表示的时变系统如下 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d
d
x A t x t B t u t D t w t
t
= + +                           (1) 

其中， ( ) nx t R∈ 为系统状态， ( ) mu t R∈ 和 ( ) dw t R∈ 分别表示玩家一和玩家二的控制输入，矩阵

( ) n nA t ×∈� ， ( ) n mB t ×∈� 和 ( ) n dD t ×∈� 分别表示关于时间 [ ]0,t T∈ 的光滑的函数且矩阵信息未知。玩家

一(玩家二)的目标为最小化(最大化)如下所示有限时域的问题 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

T T T u T wJ x t Q t x t u t R t u t w t R t w t dt= + −∫                  (2) 

其中，权值矩阵 ( )Q t 半正定， ( )uR t 和 ( )wR t 正定，且均为关于时间 [ ]0,t T∈ 的光滑的函数。 ( ) 00x x= 和

( ) Tx T x= 分别表示初始状态和终端状态。动态零和博弈的问题为寻找鞍点 ( )* *,u w 满足如下所示的纳什均

衡不等式 

( )( ) ( )( ) ( )( )* * * *0 0 0J x u w J x u w J x u w≤ ≤                    (3) 

假设 ( ) ( )( );A t B t 可控， ( ) ( )( );A t Q t 可观[30]，T 相对较大，即相对于控制目标，系统变化较慢。 

为求解该问题，定义如下的哈密尔顿函数 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

T T T

T

u wH x t Q t x t u t R t u t w t R t w t

t A t x t B t u t D t w tλ

= + −

+ + +
                  (4) 

其中， ( ) ntλ ∈� 为协态变量，且满足如下方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
xt H Q t x t A t tλ λ= −∇ = − −�                           (5) 

最小化目标函数(2)的动态系统(1)的纳什均衡解 ( ) ( )( ),u t w t 由 0u H∇ = 和 0wH∇ = 决定 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1

1

u

w

u t R t B t t

w t R t D t t

λ

λ

−

−

 = −

 =

                              (6) 

本文的目标为不需要知道系统矩阵 ( )A t 和 ( )B t 学习由 (6)给出的时变系统 (1)的纳什均衡解

( ) ( )( ),u t w t 。 

3. 奇异摄动的设计 

本节将根据文献[27] [28]的结果，利用奇异摄动的方法将时变系统的求解问题转化为初始边界和终端

边界的博弈问题，当 T 足够长且系统矩阵 ( )A t 和 ( )B t 已知时，控制问题可实现次优解。这为下一节推导

无模型的强化学习算法做铺垫。 
通过引入缩放变量τ ，将时间段 0 到 T 归一化为区间 [ ]0,1  

t
T

τ =                                        (7) 

定义 
1
T

ε =                                        (8) 

结合公式(1) (5)可得如下系统 

( ) 0 ( ) ( )
( ) ( ) 0 0T

dx
A x B Dd u w

d Q A
d

τ τ ττε
λ τ τ λ
τ

 
         

= + +         − −        
  

                (9) 

对应的代价函数为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 T T T
0

* du wJ T x Q x u R u w R w tτ τ τ τ τ τ τ τ τ= + −∫              (10) 

对应的鞍点表达式为 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1

1

u

w

u R B

w R D

τ τ τ λ τ

τ τ τ λ τ

−

−

 = −

 =

                            (11) 

定义哈密尔顿矩阵 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

1 1T T

T

u w

M
A B R B D R D

H
Q A

τ τ τ τ τ

τ τ

− − − − =
 − − 

                (12) 

假设 MH 对任意时间 [ ]0,1τ ∈ 均偏离虚轴。 
参考文献[31]，对系统(9)进行解耦，结果如下所示 
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( , ) ( , )
a

a b b

I I xx
P P xτ ε τ ελ
    

=     
     

                          (13) 

[引理 2.3，[31]]中表明，在本文的假设下，对于足够小的 ε ，矩阵(12)是非奇异的。因此，结合(12)，
系统(9)可以转换为奇异摄动系统如下 

( ) ( ) ( )d
d

a
a a a

x
A x B u D wε τ τ τ

τ
= + +                           (14) 

( ) ( ) ( )d
d

b
b b b

x
A x B u D wε τ τ τ

τ
= + +                           (15) 

其中， 

( )( ) ( ) ( )
1

,u
a a au R B P xτ τ τ ε

−
= −                            (16) 

( )( ) ( ) ( )
1

,u
b b bu R B P xτ τ τ ε

−
= −                            (17) 

( )( ) ( ) ( )
1

,w
a a aw R D P xτ τ τ ε

−
=                            (18) 

( )( ) ( ) ( )
1

,w
b b bw R D P xτ τ τ ε

−
=                            (19) 

此处的 ( ) ( ), 0, , 0a bP Pτ ε τ ε≥ ≤ 为以下微分里卡提方程的两个根 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1T T Tu wP A P PA Q P B R B D R D Pε τ τ τ τ τ τ τ τ τ
− −

= − − + + −�      (20) 

接下来，考虑时间尺度的变化，将奇异摄动系统(14)~(15)转化为边界系统，定义变量如下 
1,τ τγ β

ε ε
−

= =                                   (21) 

结合(21)，令奇异摄动系统中的(14)~(20)中参数 ε 趋于零，可得初始边界系统如下 

( ) ( ) ( )d
0 0 0

d
a

a a a
x

A x B u D w
γ
= + +                           (22) 

对应的反馈形式解为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 T0 0 0u

a a a a au K x R B P xγ γ
−

= = −                      (23) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 T0 0 0w

a a a a aw L x R D P xγ γ
−

= =                      (24) 

对应的代价函数为 

( ) ( ) ( ) ( )T T T
0

, , 0 0 0 du w
a a a a a a a a aJ x u w x Q x u R u w R w γ

∞
= + −∫                 (25) 

同理可得终端边界系统如下 

( ) ( ) ( )d
1 1 1

d
b

b b b
x

A x B u D w
β
= + +                            (26) 

对应的反馈形式解为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 T1 1 1u

b b b b bu K x R B P xβ β
−

= = −                       (27) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1 T1 1 1w

b b b b bw L x R D P xβ β
−

= =                        (28) 
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对应的代价函数为 

( ) ( ) ( ) ( )T T T
0

, , 1 1 1 du w
b b b b b b b b bJ x u w x Q x u R u w R w β

∞
= + −∫                  (29) 

文献[31]中的定理 2.1 表明，如果解决了初始和终端这两个线性定常系统的博弈问题，当 ε 足够小时，

两个边值问题解将近似于原始博弈问题(1)~(5)的解如下 

( ) ( ) ( ) ( )a bx x xτ γ β ε= + +Ο                              (30) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1a a b bP x P xλ τ γ β ε= + +Ο                         (31) 

( ) ( ) ( ) ( )a a b bu K x K xτ γ β ε= + +Ο                           (32) 

( ) ( ) ( ) ( )a a b bw L x L xτ γ β ε= + +Ο                           (33) 

其中 ( )εΟ 为高阶项，在下一节中，我们将依赖于以上的结果，开发强化学习算法在无需系统矩阵 ( )A t 和

( )B t 信息的情况下来求解初始和终端的博弈问题(22)~(29)，进而逼近时变系统的纳什均衡解。 

4. 强化学习算法 

在本节中，我们将提出强化学习算法以无模型的方式分别求解两个初始边界系统和终端边界系统对

应的纳什策略，并结合文献[31]中的定理 2.1，逼近时变系统的纳什均衡解。 

4.1. 初始边界的博弈问题 

本节目标是在不了解系统动力学的情况下，学习(22)~(25)中所述系统的纳什均衡，从而纳什均衡优

化了(25)中描述的成本函数。注意到 ( )0aP 是代数 Riccati 方程的解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 1T T T0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0u w

a a a aA P P A Q P B R B D R D P
− −

= − − + + − (34) 

首先回顾状态反馈积分强化学习方程如下[21] [29] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

T TT T
1 1 1 1

T

0 0 0 0 d

0

t t u w
a a a a a a a a at

a a a

x t P x t x Q x u e R u e w e R w e

x t t P x t t

δ
υ

δ δ

+
= + + + − + +

+ + +

∫    (35) 

其中 1e 和 2e 为具有边界的探测噪声。 
将上式表示为克罗内克积形式(⊗ )如下 

( )
( )
( )

T 1

1

k
a

k
a

k
a

vec P

vec K

vec L

ψ θ+

+

  
  

   =  
     

                                (36) 

其中， ( ) ( ) ( )T T T0 0 0 d
t t u w

a a a a a at
x Q x u R u w R w

δ
θ υ

+
= + −∫  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
TT TT T

1 22 d 0 2 d 0
t t t tu w

a a a n a nt t
x x x e I R x e I R

δ δ
ψ υ υ

+ + = ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗  ∫ ∫  

( ) ( )T T T Tt t t tk k
a a a a a at t

x x vec P x x vec K
δ δ+ +      ⊗ = ⊗         

 

由于方程(36)为一维方程，所以无法保证解的唯一性。本文将使用最小二乘法来解决系统参数未知的

问题，对任意正整数 N， [ ]1, , Nψ ψΦ = � ， [ ]1, , T
Nθ θΘ = … ，可得如下 N 维方程 
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( )
( )
( )

T 1

1

k
a

k
a

k
a

vec P

vec K

vec L

+

+

  
  

  Φ = Θ  
     

                               (37) 

当样本数量
( )

1 2

1
2

n n
N nm nm

+
≥ + + 时， TΦ 列满秩，则可以得到参数如下所示 

( )
( )
( )

( ) 11 T

1

k
a

k
a

k
a

vec P

vec K

vec L

−+

+

  
  

   = ΦΦ ΦΘ  
     

                            (38) 

在学习过程结束时(即收敛结束时)，反馈增益为 1k
a aK K += 和 1k

a aL L += ，则初始边界系统(22)的纳什均

衡为 ( ),a a a aK x L x 。 

4.2. 终端边界的博弈问题 

遵循与初始边界的博弈问题相同的步骤，反馈增益矩阵的初始化值应该满足 0, 0b bK L> < 。则终端

边界系统(26)~(29)对应的反馈纳什均衡为 ( ),b b b bK x L x 。 
综合以上阐述，提出强化学习算法如下所示 
 

针对时变 LQ 零和博弈的强化学习策略迭代纳什均衡搜索 

选择容许的策略 0, 0a aK L< > 。 

初始化：玩家一的策略 0 0
1a a au K x e= + ，玩家二的策略 0 0

2a a aw L x e= +  

收集数据：作用于终端边界系统，在 [ ]0 , Nγ γ γ∈ ，其中 N 为在采样周期 1j jγ γ δ+ − = 下的采样数据量，其中

1,2, ,j N= � ，构造数据矩阵 ,Φ Θ 。 

循环 

通过求解问题(37)得到 k
aP ， 1k

aK + ， 1k
aL +  

如果 1k k
a aP P µ−− < ，其中 µ 为判定阈值，则 

k
aP 作为最优的解 aP∗  

否则 

1k k← +  

结束 

结束循环 

a a au K x∗=
， a a aw L x∗=  

选择容许的策略 0, 0b bK L> < 。 

初始化：玩家一的策略 0 0
1b b bu K x e= + ，玩家二的策略 0 0

2b b bw L x e= +  

收集数据：作用于初始边界系统，在 [ ]0 , Nγ γ γ∈ ，其中 N 为在采样周期 1j jγ γ δ+ − = 下的采样数据量，其中

1,2, ,j N= � ，构造数据矩阵 ,Φ Θ 。 
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Continued 

循环 

通过求解问题(37)得到 k
bP ， 1k

bK + ， 1k
bL +  

如果 1k k
b bP P µ−− < ，其中 µ 为判定阈值，则 

k
bP 作为最优的解 bP∗  

否则 

1k k← +  

结束 

结束循环 

b b bu K x∗= ， b b bw L x∗=  

 
本节中描述的学习过程，结合文献[31]中的定理 2.1 中的结果，只要 ε 足够小或 T 足够大，强化学习

学习得到的最优策略 learned a bu u u= + 和 learned a bw w w= + ，该结果可近似原始时变系统的纳什均衡。 

5. 结论与展望 

本研究针对有限时间内的时变线性二次动态博弈问题，提出了一种无模型的强化学习算法。首先，

利用奇异摄动理论，将有限时间内的时变系统转化为两个时间尺度的无限时间内的定常系统。随后，我

们引入策略迭代的强化学习算法，分别求解这两个动态系统的对应纳什均衡解。最终，通过奇异摄动理

论的应用，逼近原始系统的纳什均衡解。未来的研究方向包括将本文所提出的算法框架用于解决时变系

统的 H∞ 控制问题或信息物理系统的弹性控制问题。 
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