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摘  要 

在生存分析中经常会遇到存在竞争风险的情形，在存在竞争风险情形下，比较Cox模型与Fine-Gray模型

估计的分析效果。本文介绍了在存在竞争风险情形下的Fine-Gray模型，举例说明了Fine-Gray模型风险

集的定义以及权重计算方法，并利用Cox模型与Fine-Gray模型对实际存在竞争风险的数据集进行了实例

分析，结果表明，Fine-Gray模型与Cox模型分析结果不同，尤其是Cox模型会高估事件的累计发生率。

因此，在生存分析中存在竞争风险时，选择Fine-Gray模型进行建模是更适合的。 
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Abstract 
In survival analysis, scenarios with competing risks are frequently encountered. In the presence of 
competing risks, the analysis performance of the Cox model and the Fine-Gray model is compared. 
This paper introduces the Fine-Gray model in the context of competing risks, providing a detailed ex-
planation of the definition of the Fine-Gray model’s risk set and the calculation method for weights. 

 

 

*通讯作者。 

https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2024.132047
https://doi.org/10.12677/aam.2024.132047
https://www.hanspub.org/


都业成，侯文 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2024.132047 486 应用数学进展 
 

Through example analysis using actual data with competing risks, the paper demonstrates that 
the results of the Fine-Gray model and the Cox model differ, especially with the Cox model overes-
timating the cumulative incidence of events. Therefore, in survival analysis, when facing compet-
ing risks, choosing the Fine-Gray model for modeling is more suitable. 
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1. 引言 

在许多学科领域，如医学、生物学、保险精算学、经济学以及人口统计学等多个领域都需要研究生

存分析问题，当所研究的问题只存在单一结局时，Kaplan 和 Meier 提出的 K-M 方法[1]和 Cox 提出的 Cox
模型[2]是最为常用的方法，Cox 模型是一种常用的生存分析模型，用于探讨与生存时间相关的因素。它

假设风险比在时间的推移过程中是恒定的，不随时间变化。在被给出的协变量集合 1 2, , ,i i mix x x 下，个体

i 的风险可以分解成两个部分，一部分是包括协变量不包括时间，一部分包括时间不包括协变量。Cox 模

型基本形式如下： 

( ) ( ) { }0 1 1exp β β= + +i j m mjh t h t x x  

其中 ( )0h t 是基线危险函数， 1 2, , , mβ β β 是需要估计的参数或系数。 1 2 rt t t< < < 是惟一的有序感兴趣

时间点，回归系数 1 2, , , mβ β β 由偏似然方程的最大值决定。累积危险函数为 ( ) ( )
0

d
t

H t h u u= ∫ ，累积分

布函数 ( )F t 可由 ( )H t 导出， ( ) ( )( )1 expF t H t= − − 。 
然而，所研究的问题并不总是单一结局的，因此在某些情况下，上述方法可能并不适用，其中一种

情况就是存在竞争风险，Gelman [3]和 Gooley [4]对竞争风险理论进行了描述，Kalbfleisch 和 Prentice [5]
提出了一种考虑竞争风险的方法，在存在竞争风险条件下，事件 i 发生在时间 t 之前的概率分布叫做子分

布，类型 i 事件的累计发生率函数被定义为 ( ) ( ),iF t P T t C i= ≤ = ，记为 CIF，Fine 和 Gray [6]于 1999 年

提出了 Fine-Gray 模型，这是一种基于 CIF 建模的一种竞争风险模型，然而，所研究的问题并不总是单一

结局的，因此在某些情况下，上述方法可能并不适用，其中一种情况就是存在竞争风险，Gelman [3]和
Gooley [4]对竞争风险理论进行了描述，Kalbfleisch 和 Prentice [5]提出了一种考虑竞争风险的方法，在存

在竞争风险条件下，事件 i 发生在时间 t 之前的概率分布叫做子分布，类型 i 事件的累计发生率函数被定

义为 ( ) ( ),iF t P T t C i= ≤ = ，记为 CIF，Fine 和 Gray [6]于 1999 年提出了 Fine-Gray 模型，这是一种基于

CIF 建模的竞争风险模型，Fine-Gray 模型在存在竞争风险的生存分析实际问题中有着广泛应用，朱旭[7]
和钱迪[8]等分别以胃癌和肝癌患者为样本构建 Fine-Gray 模型研究生存分析问题。 

2. Fine-Gray 模型介绍 

该模型基于 

( ) ( )0, e xt x t βγ γ=  
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这里的 γ 是子分布危险函数， 0γ 是子分布的基线危险函数，x 是协变量向量， β 是回归系数。其中

子分布危险函数为 

( ) ( )
0

, |
limi t

P t T t t C i T t T t C i
t

tδ

δ
γ

δ→

 < < + = > ≤ ≠ =  
  

或 且
 

偏似然方程为 

( )
( )

( )1

exp
exp

j

r j

j ji ii R

x
L

w x
β

β
β= ∈

=∏∑  

在所有的感兴趣的事件被观察到的时间点取乘积，其中 1 2 rt t t< < < 。Fine-Gray 模型的偏似然形式

和 Cox 比例风险模型相似，与 Cox 比例风险模型相比，Fine-Gray 模型主要有两个差异，风险集合 jR 定

义方式不同以及引入了删失生存权重 jiw 。风险集合 jR 由在时间 t 之前未经历事件的个体和在时间 t 之前

经历了一个竞争风险事件的个体组成。 

( ) { }:j i iR t i T t T t= ≥ ≤或 并 经历过一个竞争且 风险事件的个体  

因此，那些经历过竞争风险事件的个体一直处于风险集中。在存在竞争风险的前提下，一种类型 i
事件在时间 t 之前不发生的概率称为子生存函数，定义为 ( ) ( ),iS t P T t C i= > = 。 

删失生存概率权重 jiw 定义为 

( )
( )( )

ˆ

ˆ min ,
j

ji
j i

S t
w

S t t
=  

这里的 Ŝ 是删失生存分布函数的一个 K-M 估计，需要解释一下，删失生存分布定义为 ( ),i iT C ，这里

的 iT 定义为观察到第一个事件的时间，如果未观察到事件则 1iC = ，而观察到事件时 0iC = 。在每个观测

到感兴趣事件发生的时间点(下标为 j)，风险集合由在时间 t 之前未经历事件的个体和在时间 t 之前经历

了一个竞争风险事件的个体组成。对给出的部分似然的对数进行求导，得到得分统计量： 

( )
( )
( )1

exp

exp
j

j

r ji i ii R
j

j ji ii R

w x x
U x

w x

β
β

β
∈

= ∈

  = − 
  

∑
∑ ∑

 

β̂ 表示回归系数 β 的估计，是函数 ( ) 0U β = 时 β 的取值。 
为说明 Fine-Gray 模型的计算过程，给出示例数据集见表 1。表 1 中包括 10 个观测个体，其观测到

的时间点，事件类型，每个个体协变量为分别在表 1 的第 1~4 列。 
 
Table 1. Example dataset 
表 1. 示例数据集 

个体单元 it  事件类型 x Ŝ  

1 1t  III 12 0.90 

2 2t  III 10 0.80 

3 3t  I 8 0.80 
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续表 

4 4t  II 9 0.80 

5 5t  I 7 0.80 

6 6t  III 10 0.64 

7 7t  I 11 0.64 

8 8t  II 13 0.64 

9 9t  III 8 0.32 

10 10t  I 9 0.32 

备注：事件类型 I：感兴趣事件；事件类型 II：竞争风险事件 ；事件类型 III：删失。 
 

表 1 第 5 列给出了删失分布生存函数估计值 Ŝ ，这里的 Ŝ 由 K-M 估计计算可得，K-M 方法的过程

如下：假定 1 2 rt t t< < < 是唯一的删失时间点，设 jd 为在 jt 时间发生删失的个体数量， jn 为在 jt 之前有

经历该事件风险的个体数量。则 

( )ˆ
j

j j

t t j

n d
S t

n≤

−
=∏  

在 10 个观测个体中，有 4 个个体发生删失。删失时间点分别在 1 2 6 9, , ,t t t t t= ，这 4 个删失时间点的

生存分布 Ŝ 值，计算如下； 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2 1

6 2

9 6

10 1ˆ 0.90
10

8ˆ ˆ 0.80
9
4ˆ ˆ 0.64
5
1ˆ ˆ 0.32
2

S t

S t S t

S t S t

S t S t

−
= =

= × =

= × =

= × =

 

在其他未发生删失 6 个时间点，每个时间点的生存函数估计值 Ŝ 与小于该时间点的前一个删失时间

点的生存估计值相同。 

在得到各个时间点的生存函数估计值后，可以计算删失生存概率权重 jiw ，计算过程见表 2。观测个

体单元在第 1 行，感兴趣(类型 I)事件发生的时间点在第 1 列，表中数据为类型 I 事件在各阶段所在风险

集中取得的权重 jiw 。 
 

Table 2. Calculation process of weights jiw  for deleted survival probabilities 

表 2. 删失生存概率权重 jiw 的计算过程 

类型 I 
时间点 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

3t  − − 33 1=w  ( )
( )

3
34

3

ˆ
1ˆ= =

S t
w

S t
 35 1=w

 
36 1=w

 37 1=w  38 1=w  39 1=w  3,10 1=w
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续表 

5t  − − − 
( )
( )

5
54

4

ˆ
1ˆ= =

S t
w

S t
 55 1=w

 
56 1=w

 57 1=w  58 1=w  59 1=w  5,10 1=w
 

7t  − − − 
( )
( )

7
74

4

ˆ
0.8ˆ= =

S t
w

S t
 − − 77 1=w  78 1=w  79 1=w  7,10 1=w

 

10t  − − − 
( )
( )

10
10,4

4

ˆ
0.4ˆ= =

S t
w

S t
 − − − 

( )
( )

10
10,8

8

ˆ
0.5ˆ= =

S t
w

S t
 − 10,10 1=w

 

备注：表中“−”表示该单元对应时间点 it 不在讨论的风险集 jR 中。 
 

对于感兴趣事件(类型 I)，竞争风险事件(类型 II)，删失(类型 III) 3 种不同类型事件，10 个观测个体

他们在不同时刻的权重也不相同。 

注意，在风险集 jR 中，对于时间点 jt ，当 j it t≤ 时，由 ( )min , =j i jt t t ，此时 

( )
( )( )

ˆ
1

ˆ min ,
j

ji
j i

S t
w

S t t
= =  

当 j it t> 时，权重小于 1。 
以个体 4 为例，其对应的删失生存概率权重

jiw 为 

( )
( )( )
4

4
4

ˆ
ˆ min ,

=i
i

S t
w

S t t
 

个体 1 和个体 2 在 1t t= 和 2t t= 时发生删失，在此之前没有观测到感兴趣事件，因此不在风险集中，

个体 3 在 3t t= 时观测到感兴趣事件，它只参与了第一项的部分似然，权重为 1，个体 4 在 4t t= 时观测到

竞争风险事件，在 4t 之前，权重为 1，随着时间推移，权重逐渐降低。个体 5 在 5t t= 时观测到感兴趣事

件，参与了前两项的部分似然，权重为 1。 
对于本例，需要求解的得分统计量为： 

( )
3 104

102 4

5 104

5 104

7 104

74

33 3 34 4 3,10 10
3

33 34 3,10

54 4 55 5 5,10 10
5

54 55 5,10

74 4 77 7 7,10 10
7

74 77 7,10

e e e
e e e

e e e
e e e

e e e
e e e

β ββ

ββ β

β ββ

β ββ

β ββ

ββ

β
+ + +

= −
+ + +

+ + +
+ −

+ + +

+ + +
+ −

+ + +













x xx

xx x

x xx

x xx

x xx

x xx

w x w x w x
U x

w w w

w x w x w x
x

w w w

w x w x w x
x

w w w 10

8 104

8 104

10,4 4 10,8 8 10,10 10
10

10,4 10,8 10,10

e e e
e e e

       0

β

β ββ

β ββ

+ +
+ −

+ +

=

x xx

x xx

w x w x w x
x

w w w

 

将表 2 中的权重值和表 1 中的 x 代入可得 
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( )
8 9 7 10 11 13 8 9

8 9 7 10 11 13 8 9

9 7 10 11 13 8 9

9 7 10 11 13 8 9

9 11 13 8 9

9

8e 9e 7e 10e 11e 13e 8e 9e8
e e e e e e e e

9e 7e 10e 11e 13e 8e 9e7
e e e e e e e

0.8 9e 11e 13e 8e 9e11
0.8e

U
β β β β β β β β

β β β β β β β β

β β β β β β β

β β β β β β β

β β β β β

β

β + + + + + + +
= −

+ + + + + + +
+ + + + + +

+ −
+ + + + + +

× + + + +
+ −

+ 11 13 8 9

9 13 9

9 13 9

e e e e
0.4 9e 0.5 13e 9e9

0.4 e 0.5 e e
        0

β β β β

β β β

β β β

+ + +
× + × +

+ −
× + × +

=

 

可以算出函数的解 ˆ 0.4363β = − 。 

3. 基于 Fine-Gray 模型的 CIF 估计 

定义 ( )H t 为子分布的累计危险函数，它的估计计算方法如下 

( ) ( )
( )

0
0

ˆexp
ˆˆ ; ,

ˆexpj
j

t t ji ii R

x
H t x

w x

β
β

β≤
∈

 
 =  
  

∑
∑

 

其中 t 表示感兴趣的时间点， 0x 为代入的协变量， β̂ 为回归系数的估计值。 
通过累积危险函数 ( )H t 可计算 CIF 的估计值，计算公式如下： 

( ) ( )( )1 expF t H t= − −  

利用表 1 中的示例数据集，代入 4 个感兴趣时间点及对应协变量，计算累计危险函数以及 CIF 的估

计值。 

( )
ˆ8

3 0 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ8 9 7 10 11 13 8 9

eˆˆ ; 8, 0.4363
e e e e e e e e
0.1773

β

β β β β β β β β
β= = = − =

+ + + + + + +
=

H t t x  

( )
ˆ7

5 0 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ8 9 7 10 11 13 8 9

ˆ7

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ9 7 10 11 13 8 9

eˆˆ ; 7, 0.4363
e e e e e e e e

e
e e e e e e e

0.2743

β

β β β β β β β β

β

β β β β β β β

β= = = − =
+ + + + + + +

+
+ + + + + +

=

H t t x

 

( )
ˆ11

7 0 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ8 9 7 10 11 13 8 9

ˆ11

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ9 7 10 11 13 8 9

ˆ11

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ9 11 13 8 9

eˆˆ ; 11, 0.4363
e e e e e e e e

e
e e e e e e e

e
0.8e e e e e

0.0479

β

β β β β β β β β

β

β β β β β β β

β

β β β β β

β= = = − =
+ + + + + + +

+
+ + + + + +

+
+ + + +

=

H t t x
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( )
ˆ9

10 0 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ8 9 7 10 11 13 8 9

ˆ9

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ9 7 10 11 13 8 9

ˆ9

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ9 11 13 8 9

ˆ9

ˆ ˆ ˆ9 13 9

eˆˆ ; 9, 0.4363
e e e e e e e e

e
e e e e e e e

e
0.8e e e e e

e
0.4e 0.5e e

0.6724

H t t x
β

β β β β β β β β

β

β β β β β β β

β

β β β β β

β

β β β

β= = = − =
+ + + + + + +

+
+ + + + + +

+
+ + + +

+
+ +

=

 

CIF 的估计值为 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

3 0

5 0

7 0

ˆˆ ; 8, 0.4363
3 0

ˆˆ ; 7, 0.4363
5 0

ˆˆ ; 11, 0.4363
7 0

ˆ

10 0

ˆˆ ; 8, 0.4363 1 e 0.1625

ˆˆ ; 7, 0.4363 1 e 0.2399

ˆˆ ; 11, 0.4363 1 e 0.0468

ˆˆ ; 9, 0.4363 1 e

H t t x

H t t x

H t t x

H

F t t x

F t t x

F t t x

F t t x

β

β

β

β

β

β

β

− = = =−

− = = =−

− = = =−

−

= = = − = − =

= = = − = − =

= = = − = − =

= = = − = − ( )10 0 ˆ; 11, 0.4363 0.4895t t x β= = =−
=

 

4. 实例分析 

数据来自 R 中的数据集(survival 包中的 mgus2)，共计 1371 例单克隆丙种球蛋白病患者，其中结局

事件定义为“发生浆细胞恶性肿瘤”有 114 例，而结局事件是在“发生浆细胞恶性肿瘤”之前因其他原

因死亡患者有 855 例，这些发生“其他死亡”的患者因无法观察到“发生浆细胞恶性肿瘤”的终点，就

被称为与“发生浆细胞恶性肿瘤”存在竞争风险的事件，其他 402 例患者是在观测期间上述结局事件没

有发生。研究指标变量定义与赋值见表 3。 
 
Table 3. Definitions and assignments of variables 
表 3. 各变量的定义与赋值 

变量 赋值 

事件类型  

类型 I：发生浆细胞恶性肿瘤 1Z =  

类型 II：发生浆细胞恶性肿瘤之前因为其他原因死亡 2Z =  

类型 III：删失，上述情况都不发生 0Z =  

血红蛋白水平 x1 

年龄 x2 

生存时间(单位：月) t
 

 
协变量 x 有两个，分别为血红蛋白水平和年龄，记为 x1，x2，创立协变量矩阵。生存时间 t 对类型 I

事件表示直至发展为浆细胞恶性肿瘤或最后一次访视时间，对类型 II 事件表示直到死亡或最后一次接触

的时间，对类型 III 事件表示最后一次接触时间。 
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数据集 mgus2 中的各个变量的统计描述见表 4。 
 
Table 4. Statistical description of variables 
表 4. 变量的统计性描述 

变量 最小值 中位数 最大值 均值 标准差 

Z 0.00 2.00 2.00 1.33 0.90 

x1 5.70 13.50 18.90 13.30 2.02 

x2 24.00 72.00 96.00 70.48 12.17 

t 1.00 81.00 424.00 93.34 71.90 
 

利用 Fine-Gray 模型分析建模，这里的协变量为 x1，x2，自变量为生存时间 t，响应变量为回归系

数 β̂ 。 
如果用 Cox 模型进行回归分析，由于不考虑竞争风险，因此在考虑类型 I 事件时，将类型 I 事件为

感兴趣事件，类型 II 和类型 III 事件改为删失事件，在考虑类型 II 事件时，则将类型 II 事件作为感兴趣

事件，类型 I 和类型 III 事件改为删失事件。 
利用 Fine-Gray 模型和 Cox 模型建模所得结果见表 5。 

 
Table 5. Comparison between Fine-Gray model and Cox model 
表 5. Fine-Gray 模型与 Cox 模型对比 

事件分类 协变量 

Fine-Gray 模型 Cox 模型 

β̂  ( )ˆs.e. β  P β̂  ( )ˆs.e. β  P 

1Z =  
x1 −0.0243 0.0435 0.5800 −0.1192 0.0502 0.0176 

x2 −0.0173 0.0058 0.0029 0.0097 0.0082 0.2401 

2Z =  
x1 −0.0916 0.0218 0.0000 −0.1153 0.0180 0.0000 

x2 0.0510 0.0038 0.0000 0.0569 0.0036 0.0000 

 

根据表 5，可得出以下结果： 
在对类型 I 事件建模中，Fine-Gray 模型与 Cox 模型估计结果差异很大。Fine-Gray 模型协变量 x1的

回归系数不显著，x2 的回归系数显著。Cox 模型估计结果则与之相反。而在对于类型 II 事件建模中，

Fine-Gray 模型与 Cox 模型估计结果非常接近。协变量 x1 和 x2 对应的回归系数都非常显著。说明利用

Fine-Gray 模型与 Cox 模型的建模区别主要体现在对类型 I 事件的估计结果上。主要由于 Cox 模型只针对

样本中发生类型 I 事件 114 例的个体建模，而 Fine-Gray 模型在考虑了发生类型 I 事件的 114 例个体基础

上，还考虑发生类型 II (竞争风险)事件的 855 例个体，在建模过程中，通过表 2 中的权重计算方法，算

出竞争风险事件个体的权重，并且随着时间推移，竞争风险事件个体在风险集中的权重逐渐降低。 
为了更直观的说明 Fine-Gray 模型与 Cox 模型的区别，分别绘制类型 I 事件的累计发生率的曲线图。

以 mgus2 数据集协变量的中位数 1 13.5x = ， 2 72x = ，编号为 135 的患者为例，分别用 Fine-Gray 模型和

Cox 模型对发生浆细胞恶性肿瘤这一感兴趣事件的累计发生率进行预测，结果见图 1。 
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Figure 1. Predictive comparison between Fine-Gray model and Cox model 
图 1. Cox 模型与 Fine-Gray 模型对比预测图 

5. 结语 

由第 3 部分实证对比分析可以看出，Fine-Gray 模型适用于具有多个终点的生存数据，在存在竞争风

险的情况下，得到的结果更符合实际，具有更好的拟合性。如临床上常见术后死亡患者无法获取关心终

点，故术后死亡与关心终点存在竞争风险。相比之下，使用传统 Cox 模型会忽略竞争风险，可能高估所

研究事件的累计发生率。 
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