
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2024, 13(1), 430-443
Published Online January 2024 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2024.131043

一类 SIS 模型病原体毒力进化动力学分析

雷雅媛, 徐 捷

中国地质大学数学与物理学院，湖北 武汉

收稿日期：2023 年 12 月 27 日；录用日期：2024 年 1 月 21 日；发布日期：2024 年 1 月 29 日

摘 要

本文利用适应性动力学等理论对病原体的毒力演化进行分析，讨论可能出现的进化效果，能够为

疾病的治疗方案设计、防控策略的制订提供一定的理论依据。通过引入经典的传染病 SIS 模型，
应用进化入侵分析方法来讨论病原体能否产生进化分支，结合进化动力学理论研究了进化稳定性

与感染者的恢复率、出生率之间的关系. 研究结果表明，如果权衡函数在进化奇异策略处是凹的，
则该策略是收敛稳定并且是进化稳定的，即该策略为连续稳定策略，病原体不会产生进化分支。
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Abstract

In this paper, adaptive dynamics and other theories are used to analyze the virulence
evolution of pathogens and discuss the possible evolutionary effects, which can provide
a certain theoretical basis for the design of disease treatment and the formulation
of prevention and control strategies. By introducing the classic infectious disease
SIS model and applying evolutionary intrusion analysis methods, this paper discusses
whether pathogens can generate evolutionary branches, and combines evolutionary
dynamics theory to study the relationship between evolutionary stability and the
recovery rate and birth rate of infected individuals. The results show that under this
model, if the trade-off function is concave at the evolutionary singular strategy, then
the strategy is convergence stable and evolutionarily stable, that is, the strategy is
continuously stable and the pathogen does not have evolutionary branching.
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1. 引言

长期以来, 人们一直在探索古生物学、生理学、分子生物学等各个领域生物进化的方向, 寻找
生物进化的证据, 逐渐接受了生物进化的基本规律 [1]. 达尔文进化论认为, 物竞天择, 适者生存. 当
前, 自然选择仍是主流生物进化学说的核心. 当某一种表型性状的变化出现时, 这种变化会导致其与
原居者之间产生竞争, 从而获得更大的生存空间, 这是一种基于适应性的有向选择的微小演化现象.
表型性状的演化是自然界中的一种普遍现象, 一个物种分化成多个不同的世系, 并能各自繁衍后代,
从而形成新的物种.

适应动力学理论是研究种群连续表型特征进化的一个重要工具. 1973 年, Maynard Smith 和
Price [2] 提出了进化稳定策略, 并提出进化稳定是进化终点. 1992 年, Metz 等人 [3] 提出利用成对
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入侵图 (PIP) 解决进化问题；1996 年, Dieckmann 和 Law [4] 提出了适应动力学方程. 这些早期的
工作, 为适应动力学研究奠定了基础, 并对其发展做出了巨大贡献. 在此基础上, 许多学者从生物
学、数学的角度研究了不同的适应动力学行为, 如进化稳定、收敛稳定和进化分支等.

Alizon 等在文献 [5] 中提出了一个适应性状动力学建模的一般框架, 其中整合了来自现代进化
稳定策略理论的各种概念和技术. 讨论了毒力进化的发展历史和对权衡假设理论的研究, 并认为权
衡是存在的, 但是与许多过程有关, 如病原体对宿主内部竞争的适应、免疫系统的相互作用以及传
播途径的改变, 这使得全面的进化预测更难获得. 2005 年, Bowers 、Hoyle 及 White [6] 以几何的
方式对进化奇点进行分类, 研究了权衡与入侵图 (TIP). 结果的意义在于, 可以通过观察权衡曲线在
哪个区域进入奇异入侵图来确定奇异策略是吸引点、分支点还是排斥点等. 随后, 2009 年, White
等人 [7] 提出了一个宿主 -寄生虫系统的共同进化模型, 其中包括反馈到共同进化结果的生态动力
学, 并且表明高毒性寄生虫可能由于共同进化过程而进化.

传染性疾病始终是对人体健康构成威胁的最大敌人, 研究疾病传播模型的动力学是十分必要的.
随着病原体数量的增加, 其毒力也呈现出多样化的特征. 2008 年, Boldin 等 [8] 将 SI 模型背景下的
宿主间传播与宿主内的动态联系起来, 表明宿主内选择可能导致与宿主种群水平选择结果不同的结
果. 文中通过考虑重复感染的可能性, 将两种繁殖水平结合起来, 研究了病原体在宿主内繁殖率的进
化. 在文献 [9–11] 中, Zu 等人探讨了具有密度依赖性死亡率的易感感染模型中宿主抗性的进化动
力学. 文中认为不同类型的宿主对感染的易感性不同, 但对病原体的抵抗力是有代价的, 因此, 较不
易感的宿主导致较低的出生率. 利用自适应动力学和临界函数分析的方法, 发现进化结果主要依赖
于寄主抗性和寄主育性之间的权衡关系. 通过理论分析, 得到宿主抗性分支产生的条件. 另外, 在宿
主抗性发生进化分支后, 研究了二态宿主种群的协同进化动力学. 也有学者讨论了死亡率不具有种
群密度依赖的 SI 模型并考虑了病原体毒性进化的动力学.

在 SI 模型中, 若考虑感染者能恢复为易感者的情况, 则模型可发展为 SIS 模型. 2015 年, 在自
适应动力学框架内, Best 和 Bowers [12] 使用图形工具 (成对入侵图 PIP; 性状进化图 TEP 和代数
分析), 考虑了增加度的多项式权衡, 重点是观察二态种群在被吸引到一个进化分支点后的进化轨迹.
Restif 和 Koella 在文献 [13] 中提出了一个描述宿主和寄生虫共同进化的模型, 假设传播速率或毒
性取决于两种基因型. 考虑宿主和寄生虫特征之间相互作用的潜在作用, 这通常是单独建模的. 文
中没有考虑单一的权衡分别驱动宿主抗性和寄生虫毒力的进化, 而是允许两种基因型相互作用以确
定宿主 - 寄生虫关系的特征. 根据这种相互作用的形式, 预测了在防御和毒力方面的不同进化水平.

在以上研究的基础上, 本文考虑带有拥挤项的 SIS 模型, 运用进化入侵的方法来研究病原体毒
力进化方向. 我们假定, 在最初的群体中, 只存在一种单一的寄主和一种单一的病原体. 那么, 就可
以考虑一种能够无潜伏期、且宿主感染呈双线性的病原体 (或微寄生虫). 它可以引起宿主的感染,
这种感染能恢复, 并假设宿主群体可能对这种病原体产生耐药性 (即宿主群体能够抵御感染). 值得
注意的一点是, 当寄主种群密度增大时, 由于拥挤会使易感宿主的出生率降低, 可以得到宿主及病原
体相互作用的种群动态模型如下,

dS
dt = bS − pS(S + I)− θS − βSI + γI,

dI
dt = βSI − αI − θI − γI,

(1.1)
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模型 (1.1) 中, S(t) 表示 t 时刻易感宿主的种群密度, I(t) 表示 t 时刻感染病原体的种群密度, 易感
宿主的出生率为 b, 由于拥挤而减少 p(S + I), 所有宿主的自然死亡率为 θ. 疾病传播是通过一个具
有传播系数为 β 的易感宿主和受感染宿主之间的共同作用项来建模的. 我们假设受感染的宿主不
能繁殖, 但以 α(毒力) 的速度增加死亡率, 这里的 α 描述了因病原体引发的致死率, 并以 γ 的速度

恢复易感性. 模型 (1.1) 中的所有参数均为正数.

在实际生活中, 宿主和病原体的交互作用往往是一个协同演化的过程, 其长期演化规律与生物
演化特性的交互作用密切相关 [14, 15]. 我们假设病毒感染后, 病毒的毒力发生了适应性变化. 用单
独的表型特征 x 来表征病原细菌的毒性. 毒力通常被看作是病原体复制并且向新寄主扩散时必然
会产生的副产物, 毒力的提高将伴随着传播效能的提高, 可以认为宿主菌株的传播率与毒力成正比.
那么传播率 β 和表型性状 x 有关, 且传播率 β(x)(权衡函数) 随着性状 x 的增加而增加. 毒性的演
变是一种动态变化, 一方面使病原体的感染性增强, 另一方面将感染时间延长. 假设疾病死亡率 α

是关于毒力性状 x 的单调递增的函数.

进一步地, 易感者 S(t) 和被感染者 I(t) 的动态变化过程可刻画如下,
dS
dt = bS − pS(S + I)− θS − β(x)SI + γI,

dI
dt = β(x)SI − α(x)I − θI − γI,

(1.2)

这里 α′(x) > 0 且 β′(x) > 0.

论文的其余部分安排如下：第二部分通过分析模型 (1.2) 的正平衡点存在及稳定性条件, 研究
了病原体毒力的进化稳定策略; 第三部分讨论了参数对进化奇异策略的影响; 最后一部分, 我们给出
了一个简要的结论.

2. 病原体毒力的进化稳定策略分析

首先, 我们分析系统 (1.2) 的平衡点及其稳定性. 容易计算出, 系统 (1.2) 存在三个平衡点, 即无
病平衡点 E1(0, 0), E2(S0, 0) 和地方病平衡点 E∗(S∗, I∗). 系统 (1.2) 在平衡点处的 Jacobi 矩阵为

J(S, I) =

(
b− 2pS − pI − θ − β(x)I −pS − β(x)S + γ

β(x)I β(x)S − θ − α(x)− γ

)
. (2.1)

平衡点的稳定性分析如下.

(1) 系统 (1.2) 总存在平凡解平衡点 E1(0, 0), J(0, 0) 的特征方程为∣∣∣∣∣λ− (b− θ) −γ

0 λ+ θ + α(x) + γ

∣∣∣∣∣ = 0, (2.2)

(2.2) 的特征值 λ1 = b− θ > 0, λ2 = −(θ + α(x) + γ) < 0, 故 E1(0, 0) 为 S-I 相平面的鞍点, 是不稳
定的.
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(2) 系统 (1.2) 总存在无病平衡点 E2(S0, 0), 这里 S0 = ξ = b−θ
p

, J(S0, 0) 的特征方程为∣∣∣∣∣∣
λ+ θ − b+ 2pξ (p+ β(x))ξ − γ

0 λ− (β(x)ξ − θ − α(x)− γ)

∣∣∣∣∣∣ = 0, (2.3)

(2.3) 的特征值 λ1 = θ − b < 0, λ2 = β(x)ξ − θ − α(x)− γ.

我们引入系统 (1.2) 的基本再生数 R0, 其表达式为:

R0 =
β(x)(b− θ)

p(θ + α(x) + γ)
. (2.4)

容易看出, 当 R0 < 1 时, 方程 (2.3) 的特征根均为负, 此时, 无病平衡点 E2(S0, 0) 是局部渐近稳定

的. 当 R0 > 1 时, λ2 > 0, 平衡点 E2(S0, 0) 为不稳定的鞍点.

(3) 当基本再生数 R0 > 1 时, 系统 (1.2) 存在地方病平衡点 E∗(S∗, I∗), 其中:

S∗ =
θ + α(x) + γ

β(x)
, I∗ =

[β(x)(b− θ)− p(θ + α(x) + γ)] (θ + α(x) + γ)

β2(x) (θ + α(x)) + pβ(x)(θ + α(x) + γ)
,

此时, J(S∗, I∗) 的特征方程为:

λ2 − [b− θ − (p+ β(x))I∗ − 2pS∗]λ+ β(x)I∗(pS∗ + θ + α(x)) = 0. (2.5)

由于行列式 β(x)I∗(pS∗ + θ + α(x)) > 0, 迹 b− θ − (p+ β(x))I∗ − 2pS∗ = −γ I∗

S∗ − pS∗ < 0, 故特
征方程 (2.5) 有两个实部为负的根, 此时, E∗(S∗, I∗) 为系统的唯一稳定平衡点.

下面, 我们进一步验证, 当 R0 > 1 时, 正平衡点 E∗(S∗, I∗) 是全局渐近稳定的.

对地方病平衡点 E∗(S∗, I∗), 考虑 S > 0, I > 0, 构造 Dulac 函数 B = S−1I−1, 令

P = bS − pS(S + I)− θS − β(x)SI + γI,

Q = β(x)SI − α(x)I − θI − γI,

则
∂(BP )

∂S
+

∂(BQ)

∂I
= −p

I
− γ

S2
< 0.

利用 Bendixson-Dulac 判定定理可知系统 (1.2) 在第一象限内无闭轨线. 故当 R0 > 1 时, 地方病平
衡点 E∗(S∗, I∗) 是全局渐近稳定的.

定理 2.1 当 R0 > 1 时, 进化系统 (1.2) 的正平衡点 E∗(S∗, I∗) 存在并且是全局渐近稳定的.

由基本再生数 R0 的表达式 (2.4) 可知, 毒力性状 x 变化, 疾病死亡率 α(x) 和感染率 β(x) 随

之变化, R0 的大小也会改变, 故基本再生数与毒力性状大小有关. 地方病平衡点 E∗(S∗, I∗) 也是毒

力性状 x 的函数, 也就是说, 病原体的毒力性状大小决定平衡点的大小. 因此, 研究病原体毒力进化
方向是十分必要的, 它不仅会对 R0 产生影响, 并且会决定毒力系统收敛到哪一个平衡点.
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2.1. 突变病原体的入侵适应度及进化过程

为了分析协同进化的动态过程, 我们假设突变小且罕见, 宿主和病原体不同时发生突变. 考虑突
变病原体 Iy 的存在, 当具有不同毒性性状 y 的突变病毒以较低密度进入常驻种群时, 常驻种群动态
模型 (1.2) 扩展为常驻突变种群动态模型, 方程可表达如下,



dS
dt = bS − pS(S + I + Iy)− θS − β(x)SI − β(y)SIy + γI + γIy,

dI
dt = β(x)SI − α(x)I − θI − γI,

dIy
dt = β(y)SIy − α(y)Iy − θIy − γIy,

(2.6)

其中, Iy 为突变病原体在 t 时刻的种群密度.

令 Iy = 0, 我们得到一个边界平衡点

S∗(x) =
θ + α(x) + γ

β(x)
,

I∗(x) =
[β(x)(b− θ)− p(θ + α(x) + γ)] (θ + α(x) + γ)

β2(x)(θ + α(x)) + pβ(x)(θ + α(x) + γ)
,

I∗y (x) = 0.

边界平衡点 (S∗(x), I∗(x), I∗y ) 的稳定性决定了突变病原体能否成功入侵. 我们用线性逼近法分析该
平衡的稳定性. 对于模型 (2.6), 边界平衡点 (S∗(x), I∗(x), I∗y ) 处的雅可比矩阵由下式给出

J =

b− p(2S∗(x) + I∗(x))− β(x)I∗(x)− θ −pS∗(x)− β(x)S∗(x) + γ(x) −pS∗(x)− β(x)S∗(x) + γ

β(x)I∗(x) β(x)S∗(x)− α(x)− θ − γ 0

0 0 β(y)S∗(x)− α(y)− θ − γ

.

为便于分析, 将上述雅可比矩阵 J 写成如下分块矩阵的形式:

J =

(
Jres J1

0 Jmut

)
,

其中 0 = (0, 0), Jres 是 J 中的 2 × 2 矩阵, 与常驻种群的雅可比矩阵相对应. 由于 J 是分块对角

矩阵, 其特征值由 Jres 和 Jmut 决定. 由于平衡点 E∗(S∗, I∗) 处的雅可比矩阵 J(S∗, I∗) 的行列式

为正、迹为负, 则矩阵 Jres 的特征值具有负实部, 故边界平衡点 (S∗(x), I∗(x), I∗y ) 的局部稳定性由

Jmut 的单特征值决定. 因此, 突变病原体的入侵适应度函数如下,

f(y, x) =
θ + α(x) + γ

β(x)
β(y)− α(y)− θ − γ,

容易看出 f(x, x) = 0, 意味着此时没有突变发生.

如果 f(y, x) > 0, 说明突变病原体的种群密度随之增加, 平衡点 (I∗(x), S∗(x), I∗y ) 不稳定, 具有
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策略 y 的突变病原体能入侵常驻种群, 反之, f(y, x) < 0, 那么具有策略 y 的突变病原体不能入侵常

驻种群. 突变个体的进化方向由选择梯度 D(x) 的符号决定, D(x) 的表达式由以下等式给出,

D(x) =
∂f(y, x)

∂y

∣∣∣∣∣
y=x

=
θ + α(x) + γ

β(x)
β′(x)− α′(x), (2.7)

其中, β′(x) 表示 β′(y) 对 y 的导数在 y = x 时的取值；α′(x) 同理.

f(y, x) ≈ D(x)(y − x). (2.8)

另一方面, f(y, x) 可表示为 (2.8) 所示, 可以知道, 如果 D(x) > 0, 那么具有特征 y > x 且

f(y, x) > 0 的突变病毒能够入侵；相应的, 如果 D(x) < 0, 那么具有特征 y < x 且 f(y, x) > 0 的

突变病毒能够入侵；如果策略 x∗ 满足 D(x∗) = 0, 则策略 x∗ 称为进化奇异策略, 也被称作进化不
动点. 如果突变过程是均匀的, 并且突变很少且很罕见, 那么病原体的长期进化被大量后来的入侵病
毒和替代物继续进行下去, 这样的逐步进化过程可以用如下的适应动力学的方程近似表示,

dx
dt =

1

2
µI∗(x)σ2D(x). (2.9)

这里, D(x) 代表选择梯度, 时间 t 跨越时间尺度, I∗(x) 是感染宿主的平衡种群密度, µ 是单位时间
内每个感染宿主出生时发生突变的概率, σ2 是突变种群的表型效应方差, 1

2
表示只有一半的突变种

群处于选择不利的地位, 注定要灭绝；乘积 1
2
µS∗(β)σ2 作为一个整体衡量进化变化的速度.

2.2. 病原体毒力的连续稳定策略

下面探讨进化奇异策略的特征. 根据 D(x) 的表达式 (2.7), 进化奇异策略 x∗ 满足

θ + α(x∗) + γ

β(x∗)
β′(x∗)− α′(x∗) = 0. (2.10)

在进化奇异策略 x∗ 处, 判断是否出现进化分支取决于两个稳定性判断条件: 收敛稳定和进化稳
定. 如果策略 x∗ 满足对所有的 y ̸= x∗ 都有 f(y, x∗) < 0, 那么策略 x∗ 称为进化稳定策略 (ESS),
即策略 x∗ 是不能被入侵的. 但是, 一个进化稳定策略 (ESS) 不一定是吸引的. 如果策略 x∗ 满足

D′(x∗) < 0, 那么策略是收敛稳定的或者为进化吸引子. 如果进化奇异策略 x∗ 是收敛稳定的, 则种
群可以被性状更接近进化奇异策略 x∗ 的突变种取代. 由 (2.8) 可以得到 (2.11),

f(x, x∗) ≈ D(x∗)(x− x∗), f(x∗, x) ≈ D(x)(x∗ − x). (2.11)

那么在进化奇异策略 x∗ 附近, 如果具有毒性性状 x 的突变病原体 x 能成功入侵, 则当 x < x∗ 时,
适应度梯度 D(x) > 0; 当 x > x∗ 时, 适应度梯度 D(x) < 0. 故系统 (2.9) 在进化奇异策略 x∗ 处收

敛稳定的标准是
dD(x)

dx |x=x∗ < 0,
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将 D(x) 的表达式代入上式进一步得到奇异策略 x∗ 收敛稳定的条件为：

d
dx

∂f(y, x)

∂y

∣∣∣∣∣
y=x


x=x∗

=
θ + α(x∗) + γ

β(x∗)
β′′(x∗) + β′(x∗)S∗′(x∗)− α′′(x∗) < 0. (2.12)

由 (2.10) 可知, α′(x∗) = β′(x∗) θ+γ+α(x∗)
β(x∗)

, 则可以进一步地得到,

β′(x∗)S∗′(x∗) = β′(x∗)
α′(x∗)β(x∗)− [θ + γ + α(x∗)]β′(x∗)

β2(x∗)
= 0

故奇异策略 x∗ 收敛稳定的条件可变形为：

d
dx

∂f(y, x)

∂y

∣∣∣∣∣
y=x


x=x∗

=
θ + α(x∗) + γ

β(x∗)
β′′(x∗)− α′′(x∗) < 0. (2.13)

类似地, 适应动力学理论可得奇异策略 x∗ 满足进化稳定的条件为：

∂2f(y, x)

∂y2

∣∣∣∣∣
y=x=x∗

=
θ + α(x∗) + γ

β(x∗)
β′′(x∗)− α′′(x∗) < 0. (2.14)

由以上分析可知, 判断收敛稳定和进化稳定的表达式相同, 则说明进化奇异策略 x∗ 要么同时满足这

两个条件, 要么同时不满足.

定理 2.2 假设系统 (1.2) 满足条件 R0 > 1, 若进化系统 (2.6) 满足条件 (2.12) 和 (2.14), 则
该系统的进化奇异策略 x∗ 被称为连续稳定策略 (CSS); 若进化系统 (2.6) 既不满足条件 (2.12) 也
不满足条件 (2.14), 则该系统的进化奇异策略 x∗ 是进化不稳定的进化排斥策略.

下面举例说明, 因病死亡率 α(x) 是关于毒性性状 x 的单调递增函数, 不同的 α(x) 代表不同毒

性的病原体. 在模型 (1.2) 中取函数 α(x) = x+ c, 常数 c 表示毒力导致因病死亡的强度,

则推导出进化奇异策略 x∗ 收敛稳定且进化稳定的条件是,

θ + γ + x∗

β(x∗)

d2β

dx2

∣∣∣∣∣
x=x∗

< 0;

故可得如下结论：当满足条件 R0 > 1 且 f(y, x) > 0 时, 当权衡函数 β(x) 满足 β′′(x∗) < 0, 也
就是说, β(x) 在 x = x∗ 处是凹函数时, 进化奇异策略 x∗ 既是收敛稳定也是进化稳定的. 此时, 进
化奇异策略 x∗ 为连续稳定策略, 否则为进化不稳定的进化排斥策略.

此时, 若权衡函数曲线 β(x) 是全局凹的, 则进化奇异策略 x∗ 是连续稳定策略, 和其它策略可
以长期共存, 不会产生进化分支. 在该种群中, 没有明显的优势基因型或表现型 x∗，而是存在一系

列相互竞争的策略或表现型. 连续稳定策略的存在说明种群中的个体可以通过选择不同的策略来适
应资源分配或环境变化. 若权衡函数曲线 β(x) 是全局凸的, 则进化奇异策略 x∗ 是进化不稳定的进
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化排斥策略, 演化失稳的演化排斥性是指群体内某一种策略或表型 x∗ 易被其它策略所替代. 当面
临其它策略的时候, 这个策略就不会稳固, 并且有可能被其它策略所取代.

2.3. 数值模拟

为了更直观地理解病原体毒力的进化情况, 我们有代表性的选择成对入侵图、进化分支图和时
间序列图来作为数值模拟对象. 由于传播率不可能无限增加, 当病原体毒性性状 x 很大时, β(x) 接
近饱和. 因此, 可以得到传播率 β(x) 是关于 x 的一个单调递增且具有饱和状态的函数, 不妨设

β(x) = b0 +
b1x

b2 + x
.

我们选取 α(x) = x, b0 = 0.01, b1 = 2, b2 = 0.1. 在这种情况下, β(x) 是单调递增的凹函数. 其他参
数值设定为 b = 0.7, θ = 0.2, p = 0.1, r = 0.1, µ = 0.01, σ = 0.001. 我们计算得

dR0

dx =
(b− θ) [β′(x)(θ + γ + x)− β(x)]

p(θ + γ + x)2
. (2.15)

如图 1所示, 阴影部分“+”号表示变异病原体能够入侵常驻易感者, “-”号表示变异个体不
能入侵常驻易感者. f(y, x) > 0 的区域用绿色覆盖, f(y, x) < 0 的区域用白色覆盖, 且 x∗ 对应的 x

值为 0.1721. 过 x∗ 点作其上下邻域内的垂线, 垂线落在 f(x, y) < 0 的区域内, 则表示在所给参数
值的条件下, 奇异策略 x∗ 是进化稳定的, 且是收敛稳定的, 故奇异策略 x∗ 为连续稳定策略. 从图 2
可以看出, 如果病原体的初始毒性较弱 (x(0) = 0.003), 那么病原体毒性会逐渐增强, 直至稳定在
0.1721 附近. 在这种情况下, 病毒毒力的进化导致基本再生数 R0 下降 (见图 3). 在病原体毒力的进
化过程中, 易感病原体的平衡种群密度也会逐渐降低, 并最终达到饱和状态, 但随着病原体毒性进
化, 感染病原体的平衡种群密度会增加然后逐渐降低 (见图 4). 如图 5所示, 随着毒性性状 x 的增

强, 基本再生数 R0 呈现先增后降的趋势, 这可以从 (2.15) 中了解到. 出现这一现象的原因是, 随着
病原体毒性的增加它的传播率也随之增加, 能感染易感病原体的数量也会增加, 但是由于传染率是
关于毒性 x 的饱和函数, 当毒性 x 继续增加时, β (x) 会保持相对稳定, 并且易感宿主会产生一定抗
性, 故基本再生数 R0 会逐渐减少. 这表明, 如果病原体的传播率和其毒性之间存在权衡关系, 那么
存在连续稳定策略 x∗.

3. 参数对进化奇异策略的影响

本节研究随病原体康复率 γ 的增加, 处于进化稳定状态的毒性性状 x 是如何变化的. 我们仍然
假设传播率 β(x) 是关于毒性性状 x 的增函数, 且为凹函数. 也就是说, 选择的 β(x) 为饱和函数形

式.

由于进化奇异策略 x∗ 必须满足以下等式,

∂f(x, y, γ)

∂y

∣∣∣∣∣
x=y=x∗

= 0, (3.1)
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Figure 1. A pairwise invasibility plot (PIP)
图 1. 成对入侵图

从 (3.1) 可以知道, 入侵适应度 f(y, x) 依赖参数 x 和 y. 由于 x 和 y 同时在 x∗ 处取值, 所以
方程 (3.1) 可以写成隐函数的形式 F (x∗, γ) = 0.

我们把关于 γ′ 的隐式微分方程 F (x∗, γ) = 0 中的 x∗ 看作是 γ 的函数, 可以得到式 (3.2),

∂F (x∗, γ)

∂x∗ · dx∗

dγ +
∂F (x∗, γ)

∂γ
= 0. (3.2)

通过变形, 可以得到式 (3.3),

dx∗

dγ = −
∂F (x∗,γ)

∂γ

∂F (x∗,γ)
∂x∗

. (3.3)

利用定义的 F (x∗, γ) 将 (3.3) 写作 (3.4),

dx∗

dγ = −
( ∂
∂γ
(∂f
∂y
|y=x))x=x∗

( ∂
∂x
(∂f
∂y
|y=x))x=x∗

. (3.4)

Figure 2. Relationship between toxic traits x and
evolutionary time t

图 2. 毒性性状 x 与进化时间 t 的关系
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Figure 3. The basic reproduction number R0 and
evolutionary time t

图 3. 基本再生数 R0 与进化时间 t 的关系

Figure 4. How S∗(x) and I∗(x) have changed over
evolutionary time t

图 4. S∗(x) 和 I∗(x) 随进化时间 t 的变化情况

Figure 5. Relationship between the basic
reproduction number R0 and toxicity traits x

图 5. 基本再生数 R0 与毒性性状 x 的关系
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Figure 6. Effect of recovery rate γ on singular
evolutionary strategy x∗

图 6. 康复率 γ 对奇异进化策略 x∗ 的影响

Figure 7. The effect of birth rate b on singular
evolutionary strategy x∗

图 7. 出生率 b 对奇异进化策略 x∗ 的影响

对于进化奇异策略 x∗, 假设 x∗ 是收敛稳定的, 则方程 (3.3) 右侧分母为负数, 因此就有

dx∗

dγ ∝ (
∂

∂γ
(
∂f

∂y
|y=x))x=x∗ . (3.5)

由条件 (2.7), 可以计算方程 (3.5) 得到

dx∗

dγ ∝ (
∂

∂γ
(
∂f

∂y
|y=x))x=x∗ =

1

β(x∗)

dβ
dy

∣∣∣∣∣
y=x∗

. (3.6)

由于 β(x) 是正的, 且 β(x) 是关于 x 单调递增的函数, 故等式 (3.6) 右边为正数. 说明不管
β(x) 与 x 的关系如何, 只要进化奇异策略是收敛稳定的, 进化奇异策略的毒性水平 x∗ 总是随着参

数 γ 的增加而增加. 通过类似的方法, 可以研究进化奇异策略的毒性性状 x∗ 随宿主出生率 b 的变

化情况.
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图 6和图 7中的权衡函数取为 β(x) = b0 +
b1x
b2+x

, 其中 b0 = 0.01, b1 = 2, b2 = 0.1. 图 6 刻画了
进化奇异策略 x∗ 对病原体康复率 γ 的参数分支图, 其中 b = 0.7；图 7描述了进化奇异策略 x∗ 对

出生率 b 的参数分支图, 其中 γ = 0.2. 图中的红色实线代表进化奇异策略是连续稳定策略 (CSS).

从图 6可以看出, 进化奇异策略 x∗ 随病原体康复率 γ 的增加而增加, 而从图 7可以看出当宿主
出生率 b 增加时, 进化奇异策略 x∗ 保持不变. 另外, 从以上两个图中, 我们也可以知道, 不论康复率
γ 和出生率 b 如何变化, 代表毒性特征的进化奇异策略 x∗ 始终是连续稳定策略, 不可能出现进化分
支的情况.

4. 结论

本文将表型特征引入到种群动力学模型中, 利用进化适应动力学模型的方法, 提出了构建适应
度函数和研究进化动力学行为的理论, 并列举了一个实例, 进行了模拟分析, 对之前所描述的理论方
法进行了验证. 具体地说, 本文对病毒的进化多样性进行研究, 重点探讨了初始的单一同型病毒能否
在演化过程中演化出双同态病毒；在经典 SIS 模型的基础上, 建立不受群体密度影响的病毒感染模
型；研究系统 (1.2) 的进化动力学性质, 给出了进化奇异策略的进化稳定性及收敛稳定性的条件, 并
证明在该模型下, 如果权衡函数 β(x) 是全局凹的, 则进化奇异策略是连续稳定策略, 并且不会产生
进化分支. 在此基础上, 我们探讨了感染者的恢复率和出生率对毒力性状的进化奇异性策略的影响.
分析结果, 发现进化奇异策略 x 随着感染者恢复率 γ 的增加而增加, 但是当宿主出生率 b 增加时,
进化奇异策略 x 不会发生改变；同时, 结果表明, 不管感染宿主的恢复率和所有个体的死亡率如何
变化, 都不会产生进化分支.
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