
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2023, 12(4), 1722-1731 
Published Online April 2023 in Hans. https://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2023.124179  

文章引用: 李得旺, 梅林锋. 一类带扩散对流 SIS 模型的全局吸引子[J]. 应用数学进展, 2023, 12(4): 1722-1731.  
DOI: 10.12677/aam.2023.124179 

 
 

一类带扩散对流SIS模型的全局吸引子 

李得旺，梅林锋* 

浙江师范大学数学科学学院，浙江 金华 
 
收稿日期：2023年3月24日；录用日期：2023年4月18日；发布日期：2023年4月27日 

 
 

 
摘  要 

本文研究一类SIS (Susceptible-Infected-Susceptible)反应扩散对流传染病模型。该模型在加入对流项q
后，我们可以更好地模拟生物种群在受到被动影响时的动力行为。我们研究了该模型的基本再生数对

模型两类平衡点稳定性的影响。当基本再生数 1< 时，无病平衡点是线性稳定的，当 1> 时，无病平

衡点是不稳定的。此时通过动力系统的知识我们证明了正全局吸引子的存在性， 由此也可得到正疾病平

衡点的存在性。  
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Abstract 
In this paper, we study a class of SIS reaction diffusion convective infectious disease model. Adding 
convection term, we can better simulate the outcomes of biological populations. We study the ef-
fects of the basic reproduction number   on stability of the two types of equilibrium points of the 
model. When 1< , disease-free equilibrium is linearly stable, while when 1> , disease-free 
equilibrium is not linearly stable. In the later case, using theory of dynamical systems, we proved 
the existence of a positive global attractor of the system, and as a consequence, the existence of at 
least one positive equilibrium. 
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1. 引言 

近几年，疾病在异质环境中的传播引起人们的广泛关注，一些学者研究的反应–扩散 SIS 传染病模

型给了我们很好的启示，如参考文献[1] [2] [3]，但是对于生物种群所受的被动影响，此类模型却无法很

好的体现出来。因此我们为了研究生物种群所受的被动影响，这个我们用对流项来进行模拟。在文献[4]
中，Lou 和 Cui 研究是对流项为非负常数 q 的模型。他们关注了基本再生数与 1 的大小关系对 EE 
(Endemic-Equilibrium)和 DFE (Disease-Free Equilibrium)的稳定性影响，同时他们也研究了基本再生数

随 0→q 和 →∞q 时的渐进行为。 
在上面的研究基础上，Cui 等人在文献[5]中研究了具有群体作用机制的模型： 

( ) ( )
( ) ( )

, 0 , 0,
, 0 , 0,

0, 0, , 0.

β γ
β γ

 = − − + < < >


= − + − < < >
 − = − = = >

    

    

   

t S xx x

t I xx x

S x I x

S d S qS x SI x I x L t
I d I qI x SI x I x L t
d S qS d I qI x L t

                       (1) 

并且 

( ) ( )( )
0

, , d , 0.+ = ≥∫ 

L
S x t I x t x N t                               (2) 

其中 ( ),S x t 和 ( ),I x t 分别表示在给定区间 [ ]0, L 位置在 x 点，时间为 t 时易感人群和感染人群的密度。正

常数 Sd 和 Id 分别表示在 x 点易感人群和感染人群的扩散系数； ( )β x 和 ( )γ x 是 [ ]0, L 上正的 Hölder 连续

函数，分别表示在 x 点的传播和恢复速率，N 表示在 0=t 时人口总数。当 0>q 时， 0=x 表示上游， =x L
表示下游。作者讨论了方程(1)中当基本再生数 1> 时，EE 的存在性，研究了在扩散系数和对流系数变

化时 EE 的渐进行为。 
在文献[6]中 Zhang 和 Cui 研究了下面的方程 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

0 0

, , 0,

, , 0,

0, , 0,

,0 0, ,0 0, .

β γ η

β γ η

ν ν


− ∆ = − − + − ∈Ω > +


− ∆ = − + ∈Ω >

+
∂ ∂ = = ∈∂Ω >
∂ ∂

 = ≥ = ≥ ∈Ω

t S

t I

SIS d S a x S b x S x x I x S x t
S I

SII d I x x I x S x t
S I

S I x t

S x S x I x I x x

            (3) 

其中 ( ) ( ) 2−a x S b x S 作为非线项表示易感人群受 logistic 的影响。 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,η βa x b x x x 以及 ( )γ x 都是正

的 Hölder 函数。且 ( )β x 表示传播率， ( )γ x 表示恢复率。作者研究该模型平衡系统正解的存在有界性，

以及当两类扩散系数 Id 和 Sd 变化时，正解的渐近行为。 
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2. 主要结果及证明 

受到以上作者们研究的启发，我们研究了如下具有扩散及对流 SIS 传染病模型： 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

0 0

, , 0,
, , 0,

0, , 0,

,0 0, ,0 0, .

β γ
β γ α

∂ ∂ ∂

 −∇ ⋅ ∇ − ∇ = − − − ∈Ω >


−∇ ⋅ ∇ − ∇ = − − ∈Ω >


− = − = ∈∂Ω >


= = ∈Ω
∂ ∂



∂
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t S S

t I I

S S I I
S m I

S d S q S m aS bS SI I x t
I d I q I m SI I I x t

d q S d q I x t

S x S x I x

m
n n n n

I x x 

                 (4) 

其中Ω是  nR 一有界区域并且边界 ∂Ω是光滑的。 ( ),S x t 和 ( ),I x t 分别表示位于 x 处，时间为 t 时刻时的

易感染人群和感染人群的密度。 Sd 和 Id 都大于零，分别表示易感染人群和感染人群的迁移速率。∇为

梯度算子， ( )2∈ Ωim C 表示非均匀资源的密度，∇m 表示沿资源迁移的定向运动。 β 和 γ 表示位于 x 处

疾病的传播率和恢复率，并且都是正的 Hölder 函数。非线性项 2−aS bS 表示易感染人群受到 logistic 增长

的影响，并且 ,α a 和 b 都是正的 Hölder 函数。n 为单位外法向量。 
方程(4)的平衡系统是下面的椭圆方程 

( )
( )

2 , , 0,
, , 0,

0, , 0.

β γ
β γ α

∂ ∂ ∂ ∂

−∇ ⋅ ∇ − ∇ = − − + ∈Ω >
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                   (5) 

对于方程(4)，参考文献[7] [8]方法，我们定义如下的基本再生数： 

( ) { } ( )
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2

\ 0 2 2

ˆe d
sup .

e d e d
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−

Ω

− −∈ Ω
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                        (6) 

其中 Ŝ 满足下面的方程 

( ) 2 , , 0,

0, , 0,∂ ∂

−∇ ⋅ ∇ − ∇ = − ∈Ω >



− = ∈∂ > ∂
Ω

∂

S S
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t
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                        (7) 

引理 1：1−与 λ 同号，其中 λ 是下面问题的主特征值： 

( )ˆ 0, , 0,

0 , 0,

ψ ψ β γ α ψ λψ

ψ

 ∆ + ∇ ∇ + − − + = ∈Ω >

∂
 = ∈∂Ω >
∂

I Id q m S x t

x t
n

                    (8) 

其中 0ψ > 是特征值 λ 所对应的特征函数。 
证明：根据基本再生数的定义，则存在正的函数 ( )2ζ ∈ ΩC ，使得 

( ) ( ) 1 ˆ , , 0,

0, , 0.

ζ ζ γ α ζ β ζ

ζ ζ∂ ∂

∇ ⋅ ∇

∂ ∂

− ∇ − + = − ∈Ω >
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I I

I I
m

n n

d q m S x t

d q x t

                     (9) 

(8)式等号两边同乘 e
I

I

q m
d ，再令 eψ ψ

−

=
I

I

mq
d ，则有 
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(9)式两端同乘 e ψ
I

I

q m
d ，(10)式两端同乘 e ζ

I

I

q m
d 然后在Ω上分部积分，则有 
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由(12)式减去(11)式，整理可得 

( )
0 0

1 1 e d e d .β ζψ λ ζψ
⋅

− −
⋅

 − = 
  ∫ ∫

I I

I I

x xq q
L Ld dx S x x


                       (13) 

所以1−与 λ 同号。 
引理证毕。 

引理 2 (Young’s 不等式)对任意的 , 0>a b 以及 0ε > ，对于1 ,< < ∞p q ，
1 1 1+ =
p q

，有 

( )ε ε≤ +p qab a C b                                    (14) 

其中 ( ) ( )1ε ε −=
q
pC

q
。 

定理 1 (全局有界性)对于方程(4)的解 ( ),S I ，对于任意的 0≥t ，存在正常数 1C ，使得 

( ) ( ) ( ) ( ) 1, , .∞ ∞Ω Ω
⋅ + ⋅ ≤

L L
S t I t C  

其中 1C 依赖于初值 0 0,S I 。 
取充分大的 0>T ，当 ≥t T 时，存在正常数 2C 使得 

( ) ( ) ( ) ( ) 2, , .∞ ∞Ω Ω
⋅ + ⋅ ≤

L L
S t I t C  

其中 2C 依赖于初值 0 0,S I 。 
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证明：对于方程(4)中的第一个式子我们利用 Young’s 不等式，则有 

( )
2
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考虑下面的方程 

( )

( ) ( )

1

0

3 , , 0,
4 2

0, , 0,

,0 max 0, ,

β

∈Ω
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其中 u 是方程(15)的唯一解，并且 S 是方程(15)的一个下解， ( )1
0max ,max

2 ∈Ω

 
 
 x

C S x 是方程(15)的一个上解，

进一步有抛物方程的比较原理可得 

( ) ( ) ( )1
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2 ∈Ω
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 x
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显然 

( ) ( )1
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2
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也是方程(15)的一个上解，因此 

( ) ( ) ( ), , , , 0.ω≤ ≤ ∈Ω ≥S x t u x t t x t  

故对任意的 ∈Ωx 有 

( ) ( ) 1limsup , ,
2

ω
→∞

≤ =
t

CS x t t  

由上可知存在一个充分大的时间 0>T ，使得 

( ) 1 0, , , .≤ ∈Ω ≥S x t C x t T  
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4
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 x x
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由方程(4)及分部积分法可得 
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根据上式的推导结果，我们有 
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2 2 2 2d 3 3d d max .
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∫ ∫ x

U t a bc a ckU t x x b
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令 ( )1β γ α= − −H C ，则 
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( )
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.

β γ α
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t I II d I q I m SI I I

C I
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我们利用文献([9]，引理 2.1)，可知当 T 足够大时，存在一个正常数 1C ，使得 

( ) 1, , , 0.≤ ∈Ω >I x t C x t  

由此我们完成了有界性的证明。 
对于足够大的 0>b ，则有 

2 0,β γ− + ≥bS SI I  

故
2

4
β
γ

≥b I ，进一步可知
2

14
β
γ

≥b C 。对于下面的问题 
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由极值原理可知，存在 0 0>t ，使得 ( )0, 0>S x t ，考虑以下方程 
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b b
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有唯一一个正解 Ŝ ，并且 ( )ˆ,0S 是方程(4)的一个平衡解，且是唯一的无病平衡点(DFE)。 
定理证毕。 
定理 2：当 1< 时， ( )ˆ,0DFE S 是线性稳定的；当 1> 时， ( )ˆ,0DFE S 是线性不稳定的。 
证明：对方程(4)在 ( )ˆ,0S 附近进行线性化，令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ, , , , , ,η ξ= − =x t S x t S x t x t I x t 。则有 
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t S S

t I I

S S I I

d q m a bS S x t

d q m S x t

m md q d q x t
n n n n

 

进一步假设 ( ) ( ) ( ) ( ), e , , eλ λη φ ξ ψ− −= =t tx t x x t x ，其中 λ 为复数线性系统的解。我们可以得到 
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∂ ∂ ∂ ∂
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             (16) 
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当 1< ，若 ( ), ,λ φ ψ 是方程(16)的任意一解，并且φ 或ψ 不恒为零，则 ( ) 0λ >Re 。我们假设 0ψ ≠ ，

则 1) 0φ = 或 2) 0, 0φ ψ≠ ≠ 。对于(1)，则 ( ),λ φ 是下面问题的一特征对： 

( ) ( )ˆ 0, ,

0, .

β γ α λ∇ ⋅ ∇ − ∇ + − − + = ∈Ω

 ∂ ∂
 − = ∈∂Ω

∂ ∂

I I

I I

d u q u m S u u x

u md q u x
n n

                    (17) 

因此 ( ),λ ψ 是特征值问题(17)的一个特征对，所以 λ 是实数并且 * 0λ λ≥ > 。由上可知当 1< 时，

( )ˆ,0DFE S 是线性稳定的。 
对于 1> 时，对于下面问题 

( ) ( ) ( )* *ˆ2 , , 0,

0 , 0.

φ φ φ λ φ β γ ψ

φ φ

∇ ⋅ ∇ − ∇ + − + = − ∈Ω >

 ∂ ∂
 − = ∈∂Ω >

∂ ∂

S S

S S

d q m a bS S x t

md q x t
n n

 

有一个解 *φ ，故 ( )* * *, ,λ φ ψ 是方程(16)的解，并且 * *0, 0λ ψ< > ，所以当 1> 时， ( )ˆ,0DFE S 不是

线性稳定的。 
定理证毕。 
定理 3：当 1> 时，存在常数 0η > ，对于方程(4)任意的解 ( ) ( )( ), , ,S x t I x t ，且 ( )0 0≠I x ，则对任

意 ∈Ωx 一致地有 

( ) ( )liminf , , liminf ,η η
→∞ →∞

≥ ≥
t t

S x t I x t 。 

证明： ( )2,= ΩX C R 表示 Banach 空间， ⋅ 表示上确界范数。定义 ( )2,+
+= ΩX C R ，则 ( ), +X X 是一

个强序空间，令 

( ){ }0 0 0: , : 0+= ∈ ≠W S I X I  

并且 

( ){ }0 0 0 0: \ , : 0+ +∂ = = ∈ =W X W S I X I  

显然 0W 和 0∂W 是 +X 的相对开集和相对闭集，并且 0W 是凸集。根据抛物方程的正则性理论，对于任

意的 ( )0 0, +∈S I X ，系统(4)都产生一个半流，即 ( ) : + +Φ t X X  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0, , , , , , , 0,+Φ = ∈ ≥t S I S x t I x t S I X t  

其中 ( ) ( )( ), , , +∈S x t I x t X 是与初值有关的方程(4)的唯一解。并且 0W 是关于 ( )Φ t 正的不变集，即对任意

的 0≥t ，有 ( ) 0 0Φ ⊂t W W 。根据定理 1，可知 ( )Φ t 在 0W 中是点耗散的。由标准的抛物理论和嵌入定理可

知对任意的 0>t ， ( ) 0 0:Φ t W W 是紧的。令 ( ),ω S I 表示轨道 ( ) ( )( ){ }0 0 0 0, , : 0γ + = Φ ≥S I t S I t 的ω 极限

集，定义 ( )0
ˆ,0=E S 。由于 ( )0 0 0, ∈∂S I W 故对任意的 0≥t 有 ( ) { }0 0 0,ω =S I E 。当 ( ), 0=I x t 时，由抛物的

极值原理可知，对任意的 0,≥ ∈Ωt x ，则有 ( ), 0>S x t 。并且对于下面方程的解 

( ) 2 , 0,

0 , 0

 −∇ ⋅ ∇ − ∇ = − ∈Ω >

 ∂ ∂

− = ∈∂Ω > ∂ ∂

t S S

S S

S d S q S m aS bS x t
S md q S x t
n n

 

对任意的 ∈Ωx ，当 →∞t ，我们有 ( ) ( )ˆ, →S x t S x 。因此 0∂W 是关于 ( )Φ t 正的不变集。 
下面我们证明，存在 0δ > 使得 
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( ) ( )0 0 0 0 0 0limsup , , , .δ
→∞

Φ − ≥ ∀ ∈
t

S I E S I W  

根据定理 1 和 1> 即 0λ < 。由主特征值 λ 的连续性，存在一个足够小的常数 0 使得 ( )0 0 0λ + <  ，

其中 ( )0λ  是下面特征值问题的主特征值： 

( ) ( )ˆ , , 0,

0 , 0,

ψ ψ β γ α ψ λψ

ψ ψ

−∇ ⋅ ∇ − ∇ − − − = ∈Ω >

 ∂ ∂
 − = ∈∂Ω >

∂ ∂

I I

I I

d q m S x t

md q x t
n n

                 (18) 

0
ψ  表示 ( )0λ  所对应的正的特征函数。我们利用反证法进行证明，假设存在 ( )* *

0 0 0, ∈S I W 使得
 

( )* *
0 0 0 1limsup ,

→∞
Φ − ≥

t
S I E  。其中 ( )* *

0 0,S I 是满足 ( ) ( ) ( )* * * *
0 0, , , ,Φ =S I S x t I x t 的唯一解。因此对于 1 0<  ，

存在 0 0>T 使得对所有的 0,∈Ω ≥x t T ，都有 

( ) ( ) ( )*
1 1

ˆ ˆ, .− ≤ ≤ +S x S x t S x                              (19) 

根据抛物方程的强极值原理，存在正常数 *c 使得当 ∈Ωx 时有
0

* *
0 ψ≥I c  。根据(19)式，以及 1 的选

择。我们可以计算出 ( )* ,I x t 是下面方程的一个上解： 

( ) ( )

( )
0

0

*
0

ˆ ( ) 0, , 0,

0 , 0,

, , .

β γ α

ψ

 = ∇ ⋅ ∇ − ∇ + − + + = ∈Ω >

 ∂ ∂ − = ∈∂Ω >

∂ ∂
 = ∈Ω

t I I

I I

w d w q w m S w w x t

w md q w x t
n n

w x T c x



            (20) 

易知 ( ) ( )0
0

*e λ ψ− tc x
 是方程(20)。根据抛物方程的比较原理，在 ∈Ωx 上，当 →∞t 时，一致地有 

( ) ( ) ( )0
0

* *, e ,λ ψ−≥ →∞tI x t c x
  

这与定理 1 矛盾，因此，存在 0δ > 使得 

( ) ( )0 0 0 0 0 0limsup , , , .δ
→∞

Φ − ≥ ∀ ∈
t

S I E S I W  

由上面的结论，可知 0E 在 X 中是孤立集，并且 ( )0 0∩ =∅sW E W ，其中 ( )0
sW E 是集合 0E 关于Φ的

稳定集。根据([10]，定理 3)，存在 1 0δ > 使得任意的 ( )0 0 0, ∈S I W 有 

( ) 1liminf , .δ
→∞

⋅ ≥
t

I t  

由抛物方程的比较原理可知， 
存在 2 0δ > 和 1 0>T 使得任意的 ( )0 0 0, ∈S I W ，及任意的 ∈Ωx ，有 

( ) 2liminf , .δ
→∞

⋅ ≥
t

S t  

取 { }1 2,minδ δ δ= ，则一致存在性成立。并且由文献([11]，定理 3.7，注记 3.10)可知 ( ) 0 0:Φ t W W 在

0W 中有一个全局紧的吸引子。因此根据文献([12]，定理 1.3.11)知 ( )Φ t 有一个平衡点 ( )* *
0, ∈S I W ，由抛

物方程的极值原理可知 ( )* *,S I 是方程(4)的一个正的稳态解。 
定理证毕。 
由前面的定理，我们可以得到下面的结论 
定理 4：当 1> 时，方程(4)存在一个全局正吸引子。 
推论 1：当 1> 时，方程(4)至少存在一个正的平衡解。 
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3. 结论 

本文主要研究扩散及对流情况下系统正平衡解的存在性和全局渐进稳定性的情况，其中为模拟生物

种群受到的被动影响加入的对流项是文章重要创新点。就此模型我们还可以对基本再生数以及系统正

平衡解 EE 随着相应扩散及对流系数的变化所反映出的动力学行为进行深入探讨、研究。 
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