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摘  要 

在时间序列模型的建模过程中，需要对模型拟合的充分性进行检验，通常会检验是否存在残差自相关。

目前，Ljung-Box检验是被广泛应用于各种时间序列模型建模分析中，检验残差序列是否存在自相关的

方法。该方法被证实存在一些缺陷，后继学者们提出了一些新的改进方法。选取了四种基于Ljung-Box
检验改进方法，通过蒙特卡洛模拟对其有限样本情况下的性质和表现进行了研究，指出了这些方法在实

际应用中需要注意的问题。 
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Abstract 
In the modeling process of time series model, it is necessary to test the adequacy of model fitting, 
usually to test whether there is residual autocorrelation. At present, Ljung-box test is widely used 
in modeling and analysis of various time series models to test whether there is autocorrelation in 
residual series. This method was proved to have some defects, and some new improvement me-
thods were put forward by subsequent scholars. Four improved methods based on Ljung-box test 
are selected, and their properties and performance in the case of finite samples are studied by 
Monte Carlo simulation, and the problems needing attention in practical application of these me-
thods are pointed out. 
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1. 引言 

在时间序列模型的建模分析过程中，诊断检验是非常重要的一步，具体体现在检验拟合模型的残差

序列是否存在自相关。 
假设时间序列{ }tY 由平稳可逆的自回归移动平均模型 ARMA(p,q)生成，具体公式为： 

( ) ( )t tL y Lφ θ ε=                                        (1) 

其中 ( ) 11 p
pL Lφ φ φ= + + + 、 ( ) 11 q

qL L Lθ θ θ= + + + ，L 为滞后算子， ( )2~ 0,t N εε σ 。则 ˆˆ ˆ, ,α θ ε 为估计

值，许多诊断检验方法的提出基于残差的自相关系数，                

2

1 1

ˆ ˆ ˆ
n n

k t t k t
t k t

r ε ε ε−
= + =

= ∑ ∑                                      (2) 

其中 1,2,3,k = 。 
最初，Box 和 Pierce (1970) [1]用残差的自相关系数构造了如下统计量： 

2

1

m

k
k

Q n r
=

= ∑                                           (3) 

m 是选取的残差自相关系数的个数。在残差序列是白噪声序列( 0kr = )的原假设下，Q 近似服从自由

度为 m 的 2χ 分布。使用这个统计量，明显可以发现较多的残差自相关系数将导致较大的 Q 值。Ljung 和

Box (1978) [2]在研究中提出了更优且对小样本同样适用的修正的 Q 统计量，它的结构如下： 

( ) ( ) 1 2

1
2

m

LB k
k

Q n n n k r−

=

= + −∑                                     (4) 

在原假设条件下， LBQ 近似服从自由度为 m-p-q 的 2χ 分布。 
Ljung-Box 检验(简记为 L-B 检验)自提出以来被广泛应用于实证研究中，但是，一些学者在后续的研究

过程中发现 L-B 检验本身存在局限性并在实际检验中表现不佳，例如 Mcleod (1978) [3]证明其统计量的卡

方渐近分布依赖于某种特定的线性形式；Lee (2016) [4]发现对于波动性建模，由于条件方差的存在会使 L-B
检验的实际检验水平发生严重扭曲。对于此类针对模型结识别果的检验过程，如果在检验上出现偏差，就

很有可能造成模型识别错误，进而影响后续对实证问题的分析与研究。因此，实证工作者应提起注意。 
由于 L-B 检验容易理解且大多数统计软件都提供了该统计量的计算结果，使得有关时间序列分析的

实证研究过分依赖于 L-B 检验。但是，随着理论研究的进展，基于 L-B 检验所发展出来的新的检验不断

被提出，并且在计算和使用上也比较便利。本文选取的四种基于 L-B 检验的改进方法，包括 Monti 检验、

Mahdi-Mcleod 检验以及 Fisher 和 Gallagher 提出的两种检验方法。它们基于残差的自相关系数或偏相关系

数构建检验统计量。从计算方面来说，这两种相关系数均可以在常用的统计软件中提取，改进方法不需

要进行额外的计算；从有限样本的渐近分布来看，新的检验统计量都服从常用分布，也不需要重新计算
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检验的临界值。 
此外，L-B 检验以及本文选取的四种改进方法中，都需要自行设定 m 的取值。针对这一问题，Ljung 

(1986) [5]提出对于常用的时间序列 m = 5 较为合适。Battaglia (1990) [6]研究了 m 对 L-B 检验的影响，提

出 1 2m N= 更为合适。Hyndman (2014) [7]从残差自相关系数中包含的信息的角度出发，认为 m 应该足够

大，并提出对于非季节性时间序列 ( )min 10, 5m N= ，对于季节性时间序列 ( )min 2 , 5m h N= ，h 为季节

性滞后。Hassani 和 Yeganegi (2019) [8]从理论上证明了 m 的选取会对检验造成影响。此后，Hassani 和
Yeganegi (2020) [9]进一步在先满足实际检验水平不高于名义检验水平的前提下，研究使检验功效尽可能

大的 m 的取值，得出在样本容量低于 500 时，m 取 3。分析以上 m 的取值建议可以发现，各位学者都考

虑了小样本情况的 m 的选取问题。但是在其文章和其他的相关研究的模拟实验中，小样本情况并没有被

充分的考虑到。针对 m 的取值，本文考虑到相关研究的常用取值方法，以及不同样本量应取不同值，本

文选择 Battaglia (1990) [6]的方法。 
综上，本文着重研究有限样本条件下，各个检验方法的性能。样本大小的界定按照常规的界定方法，

N ≤ 30 为小样本，N > 30 为大样本。首先，使用蒙特卡罗模拟实验法，从检验功效与实际检验水平的角

度对其进行比较分析，筛选检验效果更佳的检验方法，为实证工作提供参考；其次，从实际检验水平的

角度研究小样本情况下各检验方法对 m 的敏感性；最后，进行总结性阐述。文章安排如下，第二部分简

单介绍了四种改进方法的检验统计量推导过程和对应的分布函数。第三部分利用蒙特卡罗模拟的方法，

在有限样本的情况下，对五种检验统计量的实际检验水平进行了对比研究；同时研究了小样本情况下，

不同 m 对实际检验水平的影响；并对模拟的异常情况进行了分析与解释。第四部分模拟了有限样本条件

下，各个检验统计量的检验功效。第五部分进行总结。 

2. 四种基于 L-B 检验的改进方法的介绍 

2.1. Monti 检验 

Monti (1994) [10]提出用残差的偏自相关系数代替自相关系数。两种相关系数大同小异，在计算相关

性时偏自相关系数移除了中间变量的间接影响。如果残差项为白噪声过程，则残差的偏自相关系数应与

零没有显著差异。因此模型拟合的充分性检验可与基于统计量： 

( ) ( ) 1 2

1
ˆ2

m

MT k
k

Q n n n k π−

=

= + −∑                                (5) 

令 ( ) ( )1 2 mmr r r r ′=  ， ( ) ( )1 2 mmπ π π π ′=  。通过 Durbin-Levinson 算法，向量 ( )mπ 可以用 ( )mr 的函数表

示， ( ) ( )( )m mrπ ψ= ，对于第 k 个元素而言： 

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 *
1 1 1

1
1 1 11

k k k k
k k k

k k k

r r R r
r

r R r
π ψ

−
− − −

−
− − −

′−
= =

′−
                              (6) 

其中， ( )kR 是 k × k 的托普利茨矩阵， ( ) ( )
, 1,2, ,k i j i j k

R r − =
=



， ( ) ( )*
1 1k kkr r r r−

′=  。 ( ) ( )1 2ˆ ˆ ˆ ˆmmπ π π π ′=  是 m 个

残差偏自相关系数组成的向量，然后将式(6)中的误差的偏自相关系数替换为残差的偏自相关系数就可以

得到 ˆkπ ，对于残差的滞后 k 阶的偏自相关系数就是指剔除了中间 k − 1 残差项的干扰后， t kε − 对 tε 影响的

相关度量。Monit 证明了 ˆkπ 的近似分布为均值为 0，方差为 ( ) ( )( )2n k n n− + 。进而 MQ 服从自由度为

m p q− − 的卡方分布。 

2.2. Mahdi-Mcleod 检验 

Mahdi和Mcleod (2012) [11]在将 Pena和Rodriguez (2002, 2006) [12] [13]提出的检验方法拓展至多

https://doi.org/10.12677/aam.2023.124195


孙淇铭 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.124195 1887 应用数学进展 
 

元时间序列模型的同时，对其在单变量时间序列模型下的检验统计量进行了修正。 
Pena 和 Rodriguez (2002) [12]指出估计的残差可以被认为是来自某个分布的多元数据的样本。在多元

分析中，检验一组正态随机变量是否具有标量协方差矩阵的似然比检验与多元变量相关矩阵的行列式成

正比。对于平稳的时间序列，m 阶的残差相关矩阵可以表示为： 

1

1 1

1

1
1

R̂

1

m

m-
m

m m-

r r
r r

r r

 
 
 =
 
 
 





   



                                   (7) 

残差自相关的检验统计量可以由 R̂m 的一种转换形式构造，这样可以获得在零假设下更简单的分布

形式。检验统计量结构如下： 

( )1ˆ1 R
m

PR mQ n= −                                      (8) 

该统计量近似服从伽马分布，为了使该统计量的分布更加近似于伽马分布，将矩阵中的每个自相关

系数进行了标准化，
2 22

k k
nr r
n k
+

=
−

 。得到新的检验统计量： 

( )1
1 R

m
PR mQ n= −                                       (9) 

后续的研究中 Lin 和 Mcleod (2006) [14]强调了自相关系数矩阵 R̂m 是非负定的，但将其中的自相关系

数标准化后，新的矩阵 Rm
 不一定是非负定的。而且根据 Pena 和 Rodriguez (2002) [12]得到的统计数据经

常是无定义的，他们建议使用蒙特卡洛模拟构造分布的临界值。虽然，这将会使检验过程更加复杂。 

该统计量的一种理解可以是式(7)的递归表达式，如果定义 ( ) ( )1 2ˆ mmr r r r ′=  ，则
( )

( ) 1

ˆ1
R̂ ˆˆ R

m

m
mm

r

r −

′ 
 =
  

。

利用分块矩阵行列式的性质： ( )2
1

ˆ ˆR R 1m m mR−= − ，其中 ( ) ( )
2 1

1
ˆˆ ˆr R rm mm mR −

−′= 是残差的多重相关系数的平方。

通过多次重复使用这个性质，可以得到： 

( )
1

1 2

1
R̂ 1

mmm

m i
i

R
=

 = −  
∏                                    (10) 

21 iR− 是依赖性的一种度量，
1

R̂
m

m 是这些度量的几何平均值。因此
1ˆ1 R

m

m− 可以解释为平均的平

方相关系数。再根据方差分析中残差平方和的性质可以得到， 

( )
( )

2
21

2
1

1,1 ˆ1
1, 11 i

i

RSS iR
RSS iR

π
−

−
= = −

−−

                                 (11) 

式(10)和式(11)联立可解得： 

( )( )1 12

1

ˆ ˆR 1
mm m i m

m i
i

π
+ −

=

= −∏                                   (12) 

Mahdi 和 Mcleod (2012) [11]提出了自相关系数的托普利茨矩阵的行列式的对数形式，利用式(12)的结

果，提出检验统计量： 

( )2

1

3 1ˆ ˆlog R 3 log 1
2 1 1

m

mm m i
i

n m iQ n
m m

π
=

− + −
= = − −

+ +∑                        (13) 

使用近似于 Pena 和 Rodriguez (2002, 2006) [12] [13]中的方法以及 Box (1954) [15]的一个重要结果，
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他们证明了 Qmm 的领分布近似为自由为 ( ) ( ) ( )3 2 1 2 1m m m p q+ + − + 的卡方分布。 

2.3. Fisher-Gallagher 检验 

Fisher 和 Gallagher (2012) [16]利用高维数据分析的思想，推导出新的基于 m 阶自相关矩阵的迹的平

方的组合检验。 
假设 m∑ 表示矩阵 R̂m 的概率极限，为了检验独立同分布的相关结构，检验 H0： Im∑ = ，这等价于检

验 m∑ 中的每一个特征值是否为 1。在实践中，可以使用矩阵 R̂m 和它的特征值 ( )1, , 1i i mα = + 检验 H0。

似然比准则使用特征值的几何平均值。如果矩阵 R̂m 是奇异或接近奇异的，则可以提出基于特征值的算术

平均值的统计量，其中需注意 ( )
1 2

1

1 1 0
1

m

k
km

α
+

=

− ≥
+ ∑ ，通过一些代数转化，可以等价为： ( )21 ˆtr R 1 0

1 mm
− ≥

+
。

再通过计算矩阵 2R̂m 的迹，可以考虑基于不等式
( ) 2

1

2 1
ˆ 0

1

m

k
k

m k
r

m=

− +
≥

+∑ 对假设进行检验。 

不等式两边同乘 ( )1 2m m+ ，再对残差的自相关系数进行标准化，可以得到统计量： 

( )
2

1

ˆ12
m

k
WLB

k

rm kQ n n
m n k=

− +
= +

−∑                                (14) 

该统计量可以理解为一个加权的 Ljung-box 统计量，滞后 1 期的残差自相关系数的权重为 1，滞后 m
期的权重为 1/m。使用残差的偏自相关系数进行类似的推导，可以得到一个加权的 Monit 统计量： 

( )
2

1

ˆ12
m

k
WMT

k

m kQ n n
m n k

π
=

− +
= +

−∑                                (15) 

为了便于计算，使用与 Pena 和 Rodriguez (2002) [12]相同的理论与方法，得到统计量的近似分布为伽

马分布，shape 和 scale 参数分别为： 

( )
( )

2

2

13
4 2 3 1 6

m m
m m m p q

α
+

=
+ + − +

                                (16) 

( )
( )

22 3 1 62
3 1

m m m p q
m m

β
+ + − +

=
+

                                (17) 

通过介绍可以看出，QMT 与 QLB 在零假设的条件下，是渐近等价的，但因为相关系数的选择不同，它

们在小样本下的表现会不同；QMM 的渐近分布具有比较保守的自由度，这会使它不容易犯第一种错误；

QWLB 和 QWMT 是给 QLB 和 QMT 加上了权重，滞后期较前的相关系数权重较大，随着滞后期的增加，同期的

残差自相关系数的权重越小。本文主要研究有限样本下的各检验方法的性能，具体四种改进方法的优劣，

在下文中进行模拟分析。 

3. 有限样本下的实际检验水平的模拟研究与结果分析 

实际检验水平就是犯第一类错误的概率。通过蒙特卡罗模拟的方法，在原假设的基础上模拟生成数

据，之后进行检验，重复多次，拒绝原假设的概率就是实际检验水平。Davidson 和 MacKinnon (1999) [17]
介绍了另一种与实际检验水平有关的方法是水平扭曲，它指实际检验水平与名义检验水平的差值，用来

刻度极限样本分布能否更好的近似于有限样本分布。 
接下来，本文将对 , , ,LB MT MM WLBQ Q Q Q 和 WMTQ (分别对应公式(4)、式(5)、式(13)、式(14)、式(15))四

种检验方法的实际检验水平与检验功效进行研究。在本章的模拟实验中，重复生成1000个时间序列，其
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中样本量考虑了N=20、30、50、80、100、500六种情况， 1 2m N=  (选取近似的整数值)。 
实际检验水平的蒙特卡罗模拟实验的具体步骤为： 
1) 生成数据：以AR(1)模型 

1t t ty yϕ ε−= +  

作为数据生成过程，生成时间序列数据。其中考虑到系数对模拟结果的影响，借鉴 Pena 和 Rodriguez 
(2002) [12]中的模型，ϕ 取 0.1、0.3、0.5、0.7、0.9； 

2) 拟合模型：用生成的数据再次拟合AR(1)模型； 
3) 进行检验：用五种不同的方法在给定显著性水平α = 0.05的条件下，对残差序列进行自相关检验； 
4) 重复实验：将步骤1~3重复1000次，计算拒绝原假设的概率。 

3.1. 有限样本下的实际检验水平的模拟 

表 1 展示了不同的有限样本下，基于 AR(1)模型的实际检验水平的模拟结果。采用 Battaglia (1990) [6]
中 m 的取值方法，针对不同的 N = 20、30、50、80、100、500，m = 4、5、7、9、10、22。 

在 φ = 0.9 的模型中，N = 20、30 时，实际检验水平过大；N = 50 时各检验统计量的实际检验水平都

大于 0.05。原因可能为在模型估计的系数越接近 1 时，估计越容易出现问题，进而模拟结果出现异常。

本节的结果分析中，先抛开此三种情形，后续单独对异常情况进行分析和解释。 
 
Table 1. Actual test level of five test methods based on AR (1) model with limited samples (α = 0.05) 
表 1. 基于 AR(1)模型的有限样本下五种检验方法的实际检验水平模拟分析(α = 0.05) 

φ QLB QMT QMM QWLB QWMT QLB QMT QMM QWLB QWMT 

 N = 20 m = 4 N = 30 m = 5 

0.1 0.040 0.069 0.020 0.039 0.040 0.049 0.058 0.027 0.038 0.033 

0.3 0.037 0.076 0.026 0.038 0.034 0.040 0.045 0.013 0.039 0.038 

0.5 0.055 0.069 0.033 0.035 0.044 0.053 0.059 0.023 0.037 0.035 

0.7 0.050 0.059 0.028 0.041 0.048 0.043 0.048 0.029 0.034 0.039 

0.9 0.965 0.965 0.967 0.966 0.968 0.297 0.301 0.284 0.293 0.297 

 N = 50 m = 7 N = 80 m = 9 

0.1 0.055 0.066 0.036 0.031 0.042 0.045 0.049 0.028 0.032 0.035 

0.3 0.046 0.053 0.023 0.035 0.038 0.043 0.035 0.019 0.031 0.043 

0.5 0.043 0.045 0.018 0.047 0.039 0.060 0.057 0.031 0.042 0.036 

0.7 0.064 0.063 0.034 0.044 0.044 0.057 0.054 0.034 0.037 0.043 

0.9 0.068 0.082 0.061 0.068 0.067 0.049 0.050 0.040 0.042 0.043 

 N = 100 m = 10 N = 500 m = 22 

0.1 0.038 0.037 0.036 0.034 0.038 0.043 0.035 0.042 0.050 0.042 

0.3 0.026 0.031 0.021 0.033 0.035 0.039 0.030 0.033 0.047 0.043 

0.5 0.040 0.036 0.027 0.035 0.030 0.049 0.047 0.046 0.047 0.044 

0.7 0.055 0.035 0.033 0.039 0.036 0.053 0.039 0.039 0.047 0.048 

0.9 0.037 0.036 0.039 0.046 0.044 0.040 0.039 0.034 0.049 0.044 

注：实际检验水平超过 0.05 的加粗表示。 
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从实际检验水平的角度分析。1) QMT 统计量的实际检验水平在样本量 N = 20、30、50、80 时的表现

差于 QLB，经常超过名义检验水平。随着样本容量的增加，表现逐渐变好；2) QMM 统计量的实际检验水

平相对比较保守，全部低于实际检验水平，且多数低于其他检验统计量；3) QLB 统计量的实际检验水平

在不同的样本量的情况下，都会出现大于名义检验水平的情况。然而，QWLB 和 QWMT 统计量的实际检验

水平全部低于且接近名义检验水平。这表明，QWLB 和 QWMT 统计量与 QLB 相比，有限样本分布更好的近似

于渐近分布，且在使用时能更少的犯“弃真”的错误；4) 在去除掉异常情况的前提下，QLB 统计量实际

检验水平的范围是 0.026~0.064，对比来看，QWLB 和 QWMT 统计量的范围分别是 0.031~0.050 和 0.33~0.48，
后两者更加稳定。从水平扭曲的角度分析。表 2 展示了去除掉所有 φ = 0.9 的模拟结果后，各样本容量下

五种检验统计量的平均水平扭曲程度，该值是在每一个样本中，将所有模型的水平扭曲值简单平均得到。

结果显示，QMM 统计量的水平扭曲程度较大，五种样本容量下的平均水平扭曲程度超过 0.015，即在有限

样本下，使用 QMM 统计量进行残差自相关检验时，更有可能产生错误的结论。QMT 统计量在 N = 20 时，

扭曲程度较大。除此之外、QLB、QWLB 和 QWMT 统计量的平均水平扭曲程度全部小于 0.015，即从此角度

分析，三种检验统计都比较有效。 
 
Table 2. The average level of distortion of the five test statistics for each sample 
表 2. 各样本的五种检验统计量的平均水平扭曲程度 

N QLB QMT QMM QWLB QWMT 

20 0.0070 0.0183 0.0233 0.0118 0.0085 

30 0.0053 0.0040 0.0270 0.0130 0.0138 

50 0.0075 0.0093 0.0223 0.0108 0.0093 

80 0.0060 0.0054 0.0196 0.0132 0.0100 

100 0.0128 0.0150 0.0188 0.0126 0.0134 

500 0.0072 0.0120 0.0112 0.0022 0.0058 

注：平均水平扭曲程度超过 0.015 的加粗表示。 

3.2. 小样本情况下实际检验水平的模拟与结果分析 

有关时间序列分析检验方法有效性的相关研究中，很少有详细考虑到小样本条件下各检验统计量性

能的情况。因此，为了判断改进方法在小样本条件下是否稳定，选取了 m = 2、3、4、5(基于 Battaglia (1990) 
[6]、Hyndman (2014) [7]和 Hassani 和 Yeganegi (2020) [9]的研究结果)以此来探究小样本情况下，m 的取

值是否对模拟过程造成影响。 
表 3 展示了，小样本条件下(N = 20, 25)基于 AR(1)模型的各检验统计量的模拟结果。通过计算实际

检验水平随不同 m 值的变化率，发现五种检验方法的实际检验水平随 m 的变化没有明显的规律性变动。

QLB 统计量的实际检验水平经常出现超过名义显著性水平和 QMT 统计量的实际检验水平在小样本情况下

全部超过名义显著性水平的情况与表 2 一致。 
而且，可以发现当 φ = 0.9 时，各检验统计量的实际检验水平出现异常的情况并没有随 m 的变化出现

改善。因此可以得出异常情况的出现与 m 取值无关的结论。进一步分析，发现随着样本容量的提升，模

拟的实际检验水平有明显的改善，如图 1 所示。分析其原因为，蒙特卡罗模拟数据有随机性，当样本容

量较小时，随机性的特点被放大。容易造成小样本的时间序列数据不具备平稳性，进而造成实际检验水

平的模拟结果出现异常。 
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Table 3. Actual test levels of five test methods for small samples based on AR (1) model (α = 0.05) 
表 3. 基于 AR(1)模型的小样本的五种检验方法的实际检验水平模拟分析结果(α = 0.05) 

φ  QLB QMT QMM QWLB QWMT  QLB QMT QMM QWLB QWMT 

 N = 20 m = 2 N = 25 m = 2 

0.1  0.067 0.076 0.028 0.038 0.040  0.050 0.057 0.020 0.021 0.024 

0.3  0.049 0.061 0.021 0.031 0.032  0.064 0.069 0.021 0.020 0.024 

0.5  0.058 0.080 0.034 0.039 0.040  0.050 0.068 0.028 0.025 0.037 

0.7  0.049 0.072 0.036 0.044 0.048  0.065 0.076 0.054 0.049 0.050 

0.9  0.939 0.940 0.939 0.940 0.940  0.951 0.951 0.952 0.953 0.952 

  m = 3  m = 3 

0.1  0.043 0.056 0.020 0.021 0.023  0.051 0.055 0.020 0.025 0.029 

0.3  0.060 0.084 0.035 0.039 0.043  0.040 0.045 0.014 0.017 0.022 

0.5  0.058 0.069 0.029 0.036 0.042  0.058 0.067 0.029 0.034 0.039 

0.7  0.056 0.066 0.038 0.044 0.050  0.047 0.058 0.033 0.034 0.047 

0.9  0.794 0.797 0.782 0.790 0.794  0.920 0.923 0.921 0.920 0.922 

  m = 4  m = 4 

0.1  0.040 0.069 0.020 0.039 0.040  0.049 0.066 0.030 0.034 0.039 

0.3  0.037 0.076 0.026 0.038 0.034  0.052 0.072 0.032 0.034 0.044 

0.5  0.055 0.069 0.033 0.035 0.044  0.046 0.058 0.033 0.039 0.043 

0.7  0.050 0.059 0.028 0.041 0.048  0.057 0.060 0.035 0.038 0.045 

0.9  0.965 0.965 0.967 0.966 0.968  0.995 0.994 0.995 0.995 0.995 

  m = 5  m = 5 

0.1  0.045 0.048 0.028 0.030 0.038  0.053 0.066 0.026 0.026 0.036 

0.3  0.044 0.060 0.024 0.033 0.037  0.044 0.070 0.029 0.025 0.042 

0.5  0.051 0.058 0.025 0.032 0.037  0.051 0.057 0.023 0.029 0.034 

0.7  0.048 0.051 0.024 0.030 0.036  0.068 0.071 0.034 0.046 0.048 

0.9  0.954 0.954 0.952 0.953 0.952  0.985 0.985 0.986 0.985 0.986 

注：实际检验水平超过 0.05 的加粗表示。 

4. 有限样本下的检验功效的模拟研究与结果分析 

检验功效是指不犯第二类错误的概率，在备择假设的基础上重复生成大量时间序列，然后根据被研

究的检验统计量的渐近分布的临界值做出接受或拒绝原假设的判断。这种情况下，拒绝原假设的比率就

是该检验统计量的检验功效。 
检验功效的蒙特卡罗模拟实验的具体步骤为(以 AR 模型为例)： 
1) 生成数据：以 ARMA(2,2)模型 

1 1 2 2 1 1 2 2t t t t t ty y yφ φ ε θ ε θ ε− − − −= + + + +  

作为数据生成过程，生成时间序列数据； 
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Figure 1. The actual test level of five test statistics varies with sample size (φ = 0.9) 
图 1. φ = 0.9 时五种检验统计量的实际检验水平随样本容量变化图 
 

2) 拟合模型：用生成的数据再次拟合 AR(1)和 MA(1)模型； 
3) 进行检验：用五种不同的方法，在显著性水平 α = 0.05 的条件下，对残差序列进行自相关检验； 
4) 重复实验：将步骤 1~3 重复 1000 次，计算拒绝原假设的概率。 
有关检验功效模拟的模型参照了 Monti (1994) [10]中的设计，考虑了 24 个不同 ARMA(2,2)模型作为

数据生成过程。现有的相关研究中样本容量的选择多为 100 和 500，为探究各种有限样本下各检验统计

量检验功效的关系，选取 N = 20、30、50、80、100 五种情况，m 的取值同样借鉴 Battaglia (1990) [6]中
方法，显著性水平 α = 0.05。 

表 4 展示了在 N = 20、30 的小样本下，各检验统计量的检验功效。结果显示：QMT 检验统计量的检

验功效表现良好，全部大于 QLB 统计量的检验功效，且在多数模型中检验功效最大。QMM、QWLB 和 QWMT

统计量在一些模型中，检验功效低于 QLB 统计量(如模型 1、模型 6~8 等)。计算在各个样本容量下，QMT、

QMM、QWLB 和 QWMT 统计量与 QLB 统计量相比全部模型的检验功效平均变化率 1 分别为 40.4%、−14%、−12.8%
和 10.4% (N = 20)以及 17.5%、−8.3%、−3.3%和 14.9% (N = 50)。可见在小样本下，QMT 和 QWMT 统计量的

检验效果优于 QLB 统计量。除此之外，在模型 4、模型 6~8 和模型 18~19 中，各统计量的检验功效过小，

出现小于 0.05 的情况。分析原因是蒙特卡罗模拟的随机性在小样本情况下被放大；ARMA 模型的可逆性

使特定模型生成的数程具备了 AR 模型或 MA 模型的特征。 
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1检验功效平均变化率：某个样本容量下，24 个模型中，改进统计量与 L-B 统计量的检验功效的差值占 L-B 统计量检验功效的比率

的平均值。 
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表 5 展示了 N = 50、80、100 时，各检验统计量的检验功效。结果显示：在大样本的条件下，QMT检

验统计量的优势消失，QWMT检验统计的表现更加良好。而且 QMM和 QWLB统计量的检验功效与小样本条件

下的相比也有所改善，变得优于 QLB统计量。与 QLB统计量相比，QMT、QMM、QWLB和 QWMT统计量的检验

功效的平均变化率变为 12.7%、8.6%、2.7%和 15.8% (N = 50)，12.6%、16.3%、10.6%和 17.5% (N = 80)
以及 10.5%、18.4%、11.5%和 21.0%。可见，在大样本下，四种检验统计量均优于 QLB 统计量，且 QWMT

检验统计最好。模型 4、模型 6~8 和模型 18~19 在小样本条件下的异常情况也随着样本容量的增加有所

改善。 
 
Table 4. Simulation of test power for each test statistic based on ARMA (2,2) model I 
表 4. 基于 ARMA(2,2)模型的各检验统计量的检验功效模拟(一) 

M φ1 φ2 θ1 θ2 QLB QMT QMM QWLB QWMT QLB QMT QMM QWLB QWMT 

 N = 20 m = 4 N = 30 m = 5 

模拟数据拟合 AR(1)模型 

1 — — -0.50 — 0.118 0.167 0.102 0.108 0.144 0.129 0.144 0.121 0.118 0.148 

2 — — -0.80 — 0.228 0.381 0.268 0.222 0.333 0.281 0.467 0.433 0.326 0.483 

3 — — -0.60 0.30 0.116 0.127 0.089 0.104 0.124 0.110 0.113 0.088 0.105 0.110 

4 0.10 0.30 — — 0.045 0.069 0.027 0.037 0.042 0.091 0.117 0.091 0.101 0.113 

5 1.30 -0.35 — — 0.996 0.997 0.998 0.998 0.998 0.977 0.974 0.978 0.979 0.979 

6 0.70 — -0.40 — 0.029 0.041 0.007 0.015 0.013 0.036 0.046 0.026 0.027 0.033 

7 0.70 — -0.90 — 0.067 0.108 0.044 0.044 0.068 0.086 0.116 0.058 0.059 0.074 

8 0.40 — -0.60 0.30 0.049 0.058 0.029 0.031 0.039 0.040 0.052 0.028 0.033 0.036 

9 0.70 — 0.70 -0.15 0.843 0.892 0.890 0.856 0.905 0.533 0.745 0.777 0.625 0.812 

10 0.70 0.20 0.50 — 0.990 0.993 0.990 0.991 0.991 0.997 0.997 0.997 0.997 0.997 

11 0.70 0.20 -0.50 — 0.047 0.071 0.029 0.032 0.044 0.116 0.116 0.107 0.113 0.126 

12 0.90 -0.40 1.20 -0.30 0.720 0.830 0.814 0.771 0.858 0.809 0.914 0.938 0.882 0.950 

模拟数据拟合 MA(1)模型 

13 0.50 — — — 0.044 0.081 0.034 0.036 0.046 0.072 0.089 0.065 0.077 0.087 

14 0.80 — — — 0.248 0.258 0.232 0.290 0.279 0.459 0.434 0.479 0.530 0.512 

15 1.10 -0.35 — — 0.409 0.436 0.433 0.495 0.487 0.654 0.641 0.676 0.695 0.709 

16 — — 0.80 -0.50 0.078 0.183 0.108 0.064 0.157 0.128 0.233 0.211 0.130 0.244 

17 — — -0.60 0.30 0.086 0.110 0.071 0.100 0.096 0.115 0.132 0.108 0.119 0.130 

18 0.50 — -0.70 — 0.038 0.064 0.019 0.018 0.031 0.051 0.062 0.031 0.035 0.039 

19 -0.50 — 0.70 — 0.029 0.071 0.022 0.018 0.033 0.048 0.060 0.028 0.024 0.036 

20 0.30 — 0.80 -0.50 0.051 0.093 0.046 0.027 0.072 0.073 0.100 0.063 0.055 0.086 

21 0.80 — -0.50 0.30 0.185 0.221 0.160 0.192 0.204 0.436 0.478 0.461 0.484 0.503 

22 1.20 -0.50 0.90 — 0.901 0.904 0.932 0.943 0.945 0.983 0.981 0.987 0.990 0.989 

23 0.30 -0.20 -0.70 — 0.112 0.146 0.096 0.079 0.134 0.137 0.193 0.194 0.155 0.225 

24 0.90 -0.40 1.20 -0.30 0.463 0.466 0.480 0.528 0.533 0.615 0.628 0.667 0.689 0.713 

注：每次模拟中，检验功效最大的加粗表示。 
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Table 5. Simulation of test power for each test statistic based on ARMA (2,2) model II 
表 5. 基于 ARMA(2,2)模型的各检验统计的检验功效模拟(二) 

M QLB QMT QMM QWLB QWMT QLB QMT QMM QWLB QWMT QLB QMT QMM QWLB QWMT 

 N = 50 m = 7 N = 80 m = 9 N = 100 m = 10 

模拟数据拟合 AR(1)模型 

1 0.177 0.207 0.202 0.180 0.224 0.221 0.252 0.299 0.260 0.311 0.271 0.315 0.391 0.330 0.406 

2 0.419 0.712 0.734 0.534 0.758 0.613 0.910 0.957 0.787 0.960 0.739 0.970 0.989 0.899 0.989 

3 0.145 0.135 0.104 0.136 0.133 0.178 0.156 0.156 0.189 0.171 0.197 0.181 0.206 0.223 0.216 

4 0.159 0.159 0.176 0.183 0.193 0.345 0.315 0.393 0.404 0.398 0.454 0.422 0.532 0.553 0.538 

5 0.960 0.961 0.976 0.973 0.976 0.695 0.676 0.813 0.805 0.816 0.847 0.838 0.916 0.914 0.914 

6 0.060 0.066 0.041 0.041 0.086 0.080 0.078 0.060 0.070 0.085 0.096 0.095 0.106 0.099 0.110 

7 0.102 0.135 0.097 0.069 0.189 0.125 0.188 0.147 0.114 0.195 0.131 0.267 0.234 0.150 0.244 

8 0.112 0.136 0.099 0.113 0.174 0.201 0.217 0.252 0.229 0.258 0.221 0.204 0.251 0.252 0.258 

9 0.590 0.913 0.955 0.764 0.963 0.955 0.939 0.977 0.983 0.978 0.923 0.999 1.000 0.994 1.000 

10 0.926 0.932 0.940 0.932 0.942 0.998 0.998 0.999 0.999 0.999 0.746 0.839 0.911 0.852 0.921 

11 0.331 0.318 0.350 0.341 0.378 0.821 0.770 0.820 0.860 0.828 0.720 0.963 0.990 0.887 0.990 

12 0.960 0.990 0.995 0.987 0.995 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

模拟数据拟合 MA(1)模型 

13 0.138 0.125 0.137 0.151 0.150 0.228 0.187 0.229 0.249 0.240 0.282 0.260 0.320 0.339 0.335 

14 0.775 0.736 0.800 0.820 0.808 0.960 0.942 0.976 0.982 0.976 0.983 0.979 0.989 0.990 0.989 

15 0.833 0.887 0.926 0.936 0.929 0.982 0.982 0.991 0.992 0.991 0.999 0.996 1.000 1.000 1.000 

16 0.222 0.329 0.370 0.280 0.393 0.388 0.495 0.609 0.512 0.622 0.473 0.584 0.695 0.622 0.704 

17 0.182 0.218 0.219 0.213 0.245 0.314 0.353 0.399 0.378 0.411 0.372 0.404 0.517 0.471 0.527 

18 0.080 0.077 0.056 0.063 0.062 0.068 0.090 0.071 0.061 0.076 0.101 0.115 0.099 0.100 0.109 

19 0.084 0.087 0.057 0.055 0.069 0.105 0.110 0.091 0.089 0.099 0.110 0.117 0.105 0.103 0.114 

20 0.079 0.100 0.088 0.075 0.107 0.085 0.087 0.096 0.083 0.106 0.078 0.092 0.102 0.085 0.106 

21 0.754 0.772 0.811 0.816 0.824 0.956 0.962 0.986 0.982 0.986 0.988 0.987 0.996 0.996 0.997 

22 0.999 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 

23 0.266 0.306 0.373 0.330 0.396 0.385 0.428 0.574 0.518 0.594 0.486 0.528 0.667 0.628 0.674 

24 0.821 0.837 0.909 0.911 0.919 0.955 0.973 0.992 0.989 0.992 0.987 0.992 0.997 0.994 0.997 

注：每次模拟中，检验功效最大的加粗表示。 
 

分析 N = 20、30、50、80、100 时，各检验统计量检验功效的模拟结果发现，四种改进的检验统计

量的检验功效与 QLB 统计量对比的平均变化率随样本容量的增加呈现出一定的规律，如图 2 所示。QMT

统计量的检验功效总是大于 QLB 统计量，但随样本容量的增加，此优势逐渐减弱；QMM 和 QWLB 统计量的

检验功效在小样本时小于 QLB 统计量，但随样本容量的增加，检验功效逐渐变大，并在 N = 40 左右时超

过 QLB 统计量；QWMT 统计量的检验功效一直大于 QLB 统计量，且随样本容量的增加而持续变大。因此，

小样本时用 QMT 统计量做残差自相关检验更好，大样本时用 QWMT 统计量更优。 
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Figure 2. Trend chart of average change rate of four improved statistics compared to L-B statistics 
图 2. 四种改进统计量检验功效与 L-B 统计量相比的平均变化率趋势图 

5. 结论 

本文主要进行了 L-B 检验和它的四种改进方法在有限样本条件的实际检验水平与检验功效的模拟分

析。 
在小样本的条件下(N ≤ 30)。只有 QMT 和 QWMT 统计量的检验功效优于 QLB 统计量，但 QMT 统计量的

实际检验水平表现较差，经常超过名义检验水平，且水平扭曲程度最严重。 
在大样本的条件下(N > 30)。四种改进检验统计量的检验功效均优于 QLB 统计量，QWMT 统计量的表现

最好。且 QMM、QWLB 和 QWMT 统计量的实际检验水平均小于名义检验水平，其中 QWLB 和 QWMT 统计量表

现更好，QMM 统计量的水平扭曲程度较大。 
综上所述，小样本时只有 QWMT 统计量检验效果较好；随着样本容量的增加，其余改进统计量的检验

效果逐渐改善。相关理论研究中，小样本情形一直是被忽略的部分。实证研究中，小样本的情况却十分

常见。因此，建议实证学者们警惕 L-B 检验在样本较小情形下的应用，可以同时使用 QWMT 统计量进行多

次检验，确保模型设定的正确。 
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