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摘  要 

本文研究了磁场作用下不可压缩Euler方程与Vlasov-Fokker-Planck方程通过斯托克斯阻力耦合而成的

偏微分方程组系统。得到了接近平衡状态时经典解的整体时间存在性、正则性，并且得到了此系统具有

瞬时的平滑效果。证明方法采用能量估计。  
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Abstract 
In this paper, we consider the partial differential equation system of the incompressible Euler eq-
uation and the Vlasov-Fokker-Planck equation coupled by Stokes drag force. The global existence 
and regularity of classical solutions near equilibrium are obtained and we get the system has an 
instantaneous smoothing effect. Energy estimation is used to prove the method. 
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1. 引言 

本文考虑周期边界条件 [ ]3 3,x π π∈ − = Τ 上的偏微分方程组经典解的全局时间存在性和正则性： 

( )

( )3

2

,
0, 0,

1d ,
2

0.

t x v v

x x

t x x x x

t x x x

F v F v u F F
u H

u u u p v u F v H H H

H H u H H u

∂ + ⋅∇ = ∇ ⋅ − +∇  
∇ ⋅ = ∇ ⋅ =

∂ + ⋅∇ +∇ = − + ⋅∇ − ∇

∂ − ∆ + ⋅∇ − ⋅∇ =

∫


                  (1.1) 

初始值为： 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 00, , 0, , 0, , 0, 0x xu x u F x F H x H u H= = = ∇ ⋅ = ∇ ⋅ = 。 

其中 ( ) 3 3, ,t x v +∈ ×Τ ×  ， ( ),H t x 、 ( ) 3,u t x ∈ 、 ( ),p t x 、 ( ), , 0F F t x v= ≥ 分别表示磁场、速度、压

强、密度分布函数。假设粒子的存在不影响流体的密度，粒子之间的碰撞忽略。两相之间的耦合只是由

于阻力，相对速度为 u v− 。在这里，我们限制在最简单的情况下，相对于相对速度阻力是线性的。 
事实上，根据流体的物理性质，可以使用大量的模型来模拟喷雾：可压缩或不可压缩流体，粘性或

无粘性流体方程，有或没有作用于颗粒的热扩散……无论如何，数学分析仍然很困难，因为系统总是耦

合非线性旋转方程的未知数，而这些未知数不依赖于同一组变量。关于系统(1.1)，Hamdache [1]研究了没

有 Fokker-Planck 项的弱解的全局存在性。Boudin，Desvillettes，Grandmont 和 Moussa [2]重新讨论了在没

有对流的情况下弱解的全局存在性。可压缩情况 Mellet 和 Vasseur [3]进行了研究。Mellet 和 Vasseur [4]
研究了标度和稳定性问题。Baranger 和 Desvillettes [5]研究局部的时间适定性。 

本文采取了不同的策略。我们首先讨论
2 20, e , 0vu F V V−= = ≥ 是(1.1)的平衡解。然后我们感兴趣的

是平衡态的扰动状态下的解。更具体地说，我们考虑了标准化的麦克斯韦变换： 

( )
( )

2 2
3 2 3
1 e ,

2
vM v −=

Τπ
 

令 1 2F M M f= + ，则原系统转换为 

3 3

2
1 2

21 2 1 2

1 3 ,
2 4 2

0, 0,
1d d ,
2

0.

t x v v

x x

t x x x x

t x x x

v
f v f u f u vf u vM f f f

u H

u u u p u u M f v vM f v H H H

H H u H H u


∂ + ⋅∇ + ⋅∇ − ⋅ − ⋅ = − + + ∆

∇ ⋅ = ∇ ⋅ =

∂ + ⋅∇ +∇ + + = + ⋅∇ − ∇
∂ − ∆ + ⋅∇ − ⋅∇ =

∫ ∫
 

           (1.2) 

则相应的初始条件变为 ( ) ( ) ( )0 0 00, , 0, , 0,u x u f x f H x H= = = 。 
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且满足 

3 3 3
1 2

0 0d d d 0.u x vM f v x
Τ Τ ×

+ =∫ ∫


                            (1.3) 

这个假设对分析至关重要。由动量守恒知，这意味着每个扰动有一个消失的动量，因此有 

( )3 3 3
1 2d d d d 0.

d
u x vM f v x

t Τ Τ ×
+ =∫ ∫



 

同样的，如果我们假设 

3 3
1 2

0d d 0.M f v x
Τ ×

=∫


                                (1.4) 

那么扰动就不会影响整体质量守恒。 
本文的新颖之处在于证明解的存在性时通过构造近似问题的解和证明对近似参数一致的估计得到。

并且我们假设存在一个正时间 T，使得系统(1.2)在 [ ]0,Τ 上有一个唯一的足够光滑的解，我们将给出这种

解的先验估计获得关于 T 的一致估计再构造全局解。对于正则性分析，我们利用了 Fokker-Planck 算子的

良好结构，它避免了对分布时刻的任何估计。 

2. 预备知识 

2.1. 符号说明 

设 ( ) 3
1 2 3, ,a a a a= ∈Ν 是一个多指标，多指标的长度定义为 1 2 3a a a a= + + 。 a∂ 表示相应的空间导数

31 2
1 2 3

aa aa
x x x∂ = ∂ ∂ ∂ 。类似的，速度变量可表示为 31 2

1 2 3

bb bb
v v v v∂ = ∂ ∂ ∂ 。指数 ,a b 满足 i ib a≤ ，且 

( )
3

1

! .
! !

i

i i i i

a a
b b a b=

 
=  − 
∏  

符号 ,⋅ ⋅ 表示在 3
 或者 3 3Τ × 上的标准的 2L 内积： 

3, df g fg x
Τ

= ∫ 或者 3 3, d d .f g fg v x
Τ ×

= ∫


 

2L⋅ 表示相应的范数，同样，给定 s∈Ν ， sH⋅ 表示在 3
 或者 3 3Τ × 上基于所有变量直到 s 阶的所

有导数的 2L 空间上的 Sobolev 范数。对于函数 3 3:ϕ Τ × → ，关于偏导的 Sobolev 范数 

3 3

1
22

d da
s

a s
x vϕ ϕ

Τ ×
≤

  = ∂ 
  

∑∫


。最后，我们使用这样一个约定，即同一个字母 C 表示的常量的值对于数据

是一致的。 

定义平均流体速度 ( ) ( )33
1 , du t u t x x

Τ
≡
Τ ∫ 。满足 

3 3 3 3
1 2 1 2

3 3
1 1d d d d 0.tu u u M f v x vM f v x

Τ Τ ×
+ + − =

Τ Τ∫ ∫ ∫
 

 

进而，由动量守恒定律和兼容性条件可知 

3 3 3
1 2 d d d .vM f v x u x

Τ × Τ
− =∫ ∫



 

因此 u 的发展方程改写为 

3 3
1 2

3
12 d d 0.tu u u M f v x

Τ
+ + =

Τ ∫ ∫


                           (2.1) 
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2.2. 主要结论 

定理 2.1：设 1 2 0F M M f= + ≥ 、 2s ≥ 且为整数， ( )0 0 0, ,u f H 满足系统(1.2)，则存在一个充分小的

常数 ε 使得，当 
2 2 2

0 0 0s sH s Hu f H ε+ + ≤                                (2.2) 

时，系统(1.2)有唯一的全局经典解 ( ), ,u f H 满足 

( ) ( ) ( )( )
2

2 2 2 2 2 1 2
00

sup d .
2

ss s

t
x vHH s Ht s

vu t f t H t u u M u f f Cτ ε
≥

  + + + + ∇ + − ∇ + ≤  
   

∫      (2.3) 

此外，当 3s ≥ 时，对于任意的 0 0t t≥ > ，有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

1

1

2 2 2 2

0

2 2
1

0

sup

d , .
2 2

s s s s

s s

H H H Ht

t
v vt

H H

u t f t H t vf t

v v vf f v f f C tτ ε

−

−

≥

+

+ + +

 ⊗
+ ∇ + + ⊗∇ + ≤ 

  
∫

                (2.4) 

其中 ( )0 ,C t ε 在 0t 趋于 0 时发生爆破。 

3. 全局存在性和正则性定理 

3.1. 全局存在性 

众所周知，非线性偏微分方程的解的存在性可以通过构造近似问题的解和证明与近似参数一致的估

计来得到。对于系统(1.2)，我们可以通过 Galerkin 近似来构造这样的近似解，就像[6]一样。本文中我们

假设存在一个正时间 T，使得(1.2)在 [ ]0,T 上有一个唯一的足够光滑的解，我们将给出这种解的先验估计，

进而得到关于 T 的一致估计，再构造全局解。 
性质 3.1：设 2s ≥ ， ( ), ,u f H 为系统(1.2)的一个解，则有 

( )

( )

2
2 2 2 2 2 2 1 2

2
2 2 1 2

1 d 2
2 d 2

.
2

s s s

s s

vH s H H
s

vs H H
s

vu f H u u u uM f f
t

vC f u u u uM f f

+ + + + ∇ + + −∇ −

 
≤ + ∇ + + −∇ −  

 

          (3.1) 

证明：设 2s ≥ 为正整数， 3a∈Ν ， a s≤ 。将 a∂ 作用于(1.2)，然后将得到的方程乘以 au∂ ，在 3Τ 上

积分。我们得到 

( ) ( )
( ) ( )

32 2

3

2 2 1 2

21 2

1 d , d ,
2 d

1d , , , 0,
2

a a a a a a
L L

a a a a a a
x x

u u u u u u M f v u
t

vM f v u H H u H u

∂ + ∂ ⋅∇ ∂ + ∂ + ∂ ∂

− ∂ ∂ + ∂ ⋅∇ ∂ − ∂ ∇ ∂ =

∫

∫





         (3.2) 

( )2
2

2
2 1 21 d 1 , , ,

2 d 2 2
a a a a a a a

v vL
L

vf u f u vf f u vM f f f
t

 ∂ + ∂ ⋅∇ − ⋅ ∂ − ∂ ⋅ ∂ = − ∇ ∂ + ∂ 
   

 (3.3) 

( ) ( )2

21 d , , 0,
2 d

a a a a a
x xL

H u H H H u H
t
∂ + ∂ ⋅∇ ∂ − ∂ ⋅∇ ∂ =               (3.4) 

注意 0u∇⋅ = ，因此可以通过分部积分得 , 0xu u u⋅∇ = 。由于 2 3 2s ≥ > ，则有 

( ) ( ) 2, , .s s
a a a a a

x x x H Hu u u u u u u u C u u∂ ⋅∇ ∂ = ∂ ⋅∇ − ⋅∂ ∇ ∂ ≤ ∇  
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由 Hölder 不等式可得： 

( ) ( )( ) 13

2

,
, d ,s s

a a b a b b a
x a i i j j H H

i j b a
H H u C H H u x C u H−

−

≤

∂ ⋅∇ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂ ≤∑∑ ∫


 

( ) ( )2 2

2 21 , ,
2

a a a a
x xL L

H u C u H∂ ∇ ∂ ≤ ∂ ∂ ∇  

( ) ( ) 13 2

2, d ,s
a a b a b b a a

x a x x HL
b a

u H H C u H H x C u H −
−

<

∂ ⋅∇ ∂ = ∂ ⋅∇ ∂ ⋅∂ ≤ ∂ ∇∑ ∫


 

( ) ( )( ) 2 13

2

,
, d ,s

a a b a b b a
x a i i j j x L H

i j b a
H u H C H u H x C u H −

−

≤

∂ ⋅∇ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂ ≤ ∇∑∑ ∫


 

此外，由于 M 是标准化的并且满足 1 2 1 2

2v
vM M∇ = − ，我们通过分部积分得到 

( )2
2 2

2 2
2 1 2 1 22 , ,

2 2
a a a a a a a a

v vL
L L

v vu u vM f f f uM f f∂ − ∂ ⋅ ∂ + ∇ ∂ + ∂ = ∂ −∇ ∂ − ∂  

则可得 

( )

( )

3
1 2

1 2

1d , ,
2

,
2

a a a a
v

a a a a
v

u M f v u u f u vf f

vuf uM f f

 ∂ ∂ + ∂ ⋅∇ − ⋅ ∂ 
 

= ∂ ∂ −∇ ∂ − ∂

∫


 

将以上等式相加可得； 

( )
( )

( )

2 2 2
2

1 2 2

1 2 12

2
2 2 2 1 2

2 2 2

2 2

1 2

1 d
2 d 2

, ,
2

s s s s

s s

a a a a a a
vL L L

L

a a
x xH H H H L L

a
x xH L HL

a a a a
v

vu f H uM f f
t

C u u C u H C u H

C u H C u H

vuf uM f f

−

− −

∂ + ∂ + ∂ + ∂ −∇ ∂ − ∂

≤ ∇ + + ∂ ∂ ∇

+ ∂ ∇ + ∇

+ ∂ ∂ −∇ ∂ − ∂

                (3.5) 

由于 2s ≥ ，我们得到(参见[7]引理 3.1 的类似估计) 

( ) ( )2 12 ,s s
a

xs H s L H sL
uf uf C u f C u u f−∂ ≤ ≤ ≤ + ∇  

现在，利用平均速度 u ，通过 Poincaré-Wirtinger 不等式，存在一个常数 pC ，使得 

( ) ( )2 2 2 1
3 ,sp x p xL L L Hu u u u C u u C u u −≤ − + Τ ≤ ∇ + ≤ + ∇  

因为 1 0s − ≥ ，因此可以得到 ( ) ( )12 s
a

x H sL
uf C u u f−∂ ≤ + ∇ ， 

将(3.5)对 a 求和可得 

( )

( )

2
2 2 2 1 2

2
2 2 1 2

1 d
2 d 2

,
2

s s s

s s s

vH H H
s

vs H H H
s

vu f H uM f f
t

vC f u H u u uM f f

+ + + −∇ −

 
≤ + + ∇ + + −∇ −  

 

              (3.6) 

它仍然需要推导出平均流体速度的估计值。为此，我们回到(2.1)。我们推导出以下估计 
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( )

3 3

2 2

2 2

2 2 1 2
3

3

2 2

1 d 2 d d
2 d

1

,

L L

xL L

uu u u M f v x
t

u f u

C f u u

Τ
+ = − ⋅

Τ

≤
Τ

≤ ∇ +

∫ ∫


                       (3.7) 

最后一步应用了 Poincaré-Wirtinger 不等式。结合(3.6)和(3.7)，我们得到(3.1)，这就完成了对性质 3.1 的

证明。 
定理 2.1 的证明(存在性(2.3))：设初始数据具有充分小的条件，(2.2)与 Sobolev 嵌入 ( ) ( )2 3 1 3H LΤ ⊂ Τ

的相结合可得，当 0 0C > 时 
2 2 2 2

0 0 0 0 0 ,s sH s Hu u f H C ε+ + + ≤                           (3.8) 

然后利用时间的连续性，我们定义 

( ) ( ) ( )( ){ }2 2 22
0

0
sup 0 : sup 2 .s sH s Ht T

T T u t u f t H t C ε∗

≤ <
≡ ≥ + + + ≤



               (3.9) 

则 

( )

( )( )

2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 1 2

1 d
2 d

1 2 0.
2

s s

s s s

H s H

vH s H H
s

u f H u
t

vC u f H u u uM f f

+ + +

 
+ − + + ∇ + + −∇ − ≤  

 

 

我们把 ε 设为 ( )00 1 2CCε< < 。因此，对于 0 t T ∗≤ ≤ ，我们得到 

( )2 2 21 0s sH s HC u f H− + + >  

且当 0 t T ∗≤ ≤ 时有 
2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 ,s s s sH s H H s Hu f H u u f H u C ε+ + + ≤ + + + ≤  

这样，定理 2.1 解的存在部分的证明就完成了。 

3.2. Sobolev 准则的估计 

到目前为止，我们只得到了粒子分布函数的一个部分正则性，因为范数 sf 只包含空间导数。我们

希望加强正则性分析，表明对于正时间，f 相对于空间变量的正则性可以转化为速度变量。我们利用了

Fokker-Planck 算子的良好结构，它避免了对分布时刻的任何估计，就像在[8]中对哑铃模型所做的那样。 
定义 3.1：考虑非负连续函数 ( ) ( ){ }: 0C f C f+ + +≡ ∈ ≥  ，则对任意 , 0R r > 令 

( ) ( ) ( ){ }1
, : d , .

t

t
R r f C f R t rτ τ

+

+ +ℜ ≡ ∈ ≤ ∀ ≥∫

 

引理 3.1：设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,t t R r t Cθ ω η + +∈ℜ ∈  满足 

( ) ( ) ( )( )1 .t t R tθ η ω′ + ≤ +                              (3.10) 

则对于 0t r> ，存在与 0, ,R r t 有关的常数 R 使得 ( ) ( ) ( )
0

0sup , ,
t t

t R t R tθ η
≥

≤ ∈ℜ  成立。 

证明：我们首先证明θ 上的一致估计。设 n 是满足 0t r n< + 的最小整数。由于 ( ),R rθ ∈ℜ ，因此我
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们有 

( ) ( )0 d d .
t r n

r r
nRθ τ τ θ τ τ

+
≤ ≤∫ ∫  

由中值定理知，存在 ] [0 0,r tτ ∈ 使得 ( )0
0

nR
t r

θ τ ≤
−

。 

则对于 [ ]0 0, 1t t nτ∈ + + 有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

0

0

0

0

1
0

2

0

d

1 d

1 ,

t

n

t

R

nR n R R
t r

τ

τ

τ

θ θ τ θ τ τ

θ τ ω τ τ
+ +

′= +

≤ + +

≤ + + +
−

∫

∫  

通过(3.10)和ω 是非负的可得，对于 0 1 1t n rτ≥ + + > + ，由于 ( ),R rθ ∈ℜ ，则有 ( )
1

d
t

t
Rθ τ τ

−
≤∫ 。 

因此存在 [ [1,t t t∈ − 使得 ( )t Rθ ≤ 。对(3.10)在 ,t t   上积分有 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

( )
1

1 d

1 d

1 ,

t

t
t

t

t t R

R R

R R R

θ θ ω τ τ

ω τ τ
−

= + +

≤ + +

≤ + +

∫

∫  

其中我们使用了 t 的定义，还有 ( ), , 0R rω η∈ℜ ≥ 。 
结合所得到的估计，我们得到 

( ) ( ) ( )
0

2 2
1

0

sup max 2 , 1 : .
t

nRR R n R R R
t rτ

θ τ
≥

 
≤ + + + + = − 

 

最后，让我们在 [ ], 1t t + 上对(3.10)积分，则对任意 0t t≥ 有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1d d 1

t t

t t
t R R R R Rη τ τ θ ω τ τ

+ + ≤ + ≤ + + ≡  ∫ ∫   

引理 3.1 的证明到此结束。 
引理 3.2：设 3s > ， ( ), ,u f H 为系统(1.2)的解，满足当 0t ≥ 时有 

( ) ( ) ( )( )
2

12 2 2

0
sup d .

2s s

t
vH s H tt s

vu t f t H t f f Aτ
+

≥
+ + + ∇ + ≤∫                 (3.11) 

则当 0 00,t t t> ≥ 时，有 

( ) ( )
2 2

2 12
0110 1 1

sup d , .
2 2i i i

t
v i v v v vs tst s s

v v vf v f f f v f f C t Aτ
+

−−≥ − −

 ⊗
∂ + + ∇ ∂ + ∂ + ⊗∇ + ≤ 

  
∫     (3.12) 

根据引理 3.2，我们现在可以通过一个归纳论证给出 f 的混合导数的估计。 
引理 3.3：在引理 3.2 的假设下，对于任意 0 0t t≥ > ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2 2 2 2

10

2 2
1

0
1

sup

d , .
2 2

s s

s

H s H st

t
v vt

H s

u t f t H t vf t

v v vf f v f f C t Aτ

−≥

+

−

+ + +

 ⊗
+ ∇ + + ⊗∇ + ≤ 

  
∫

               (3.13) 

证明：我们希望得到 a b s+ ≤ 时的混合偏导估计 a b
x v f∂ ∂ ，由引理 3.2 知，当 a b s+ ≤ 、 1b ≤ 时，
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我们有 

( ) ( )2
20

2
2 1

0
0

sup d , .
2

ta b a b a b
x v v x v x vtLt t L

vf f f C t Aτ
+

≥ >

 
∂ ∂ + ∇ ∂ ∂ + ∂ ∂ ≤ 

  
∫                (3.14) 

对于 { }1, ,N s∈  ，我们定义 ( )P N 为下列性质： 
对于所有 1 0t > ，都存在一个常数 ( )1,C t A ，这样： 
1) 对于所有多指标 a 和 b，使 a b s+ ≤ ， 0 b N s≤ ≤ < ， 

( ) ( )2
21

2
2 1

1
0

sup d , .
2

ta b a b a b
x v v x v x vtLt t L

vf f f C t Aτ
+

≥ >
∂ ∂ + ∇ ∂ ∂ + ∂ ∂ ≤∫  

2) 对于 11,0 1 , 0a b s b N s t t+ ≤ − ≤ ≤ − < ≥ > 的所有多指标 a 和 b， 

( ) ( )2
21

2
2 1

1
0

sup d , .
2

ta b a b a b
x v v x v x vtLt t L

v vv f v f f C t Aτ
+

≥ >

⊗
∂ ∂ + ⊗∇ ∂ ∂ + ∂ ∂ ≤∫  

证明利用了归纳法，当 b s= 时，这个过程停止，得到(3.13)，这就完成了引理 3.3 的证明。 
定理 2.1 的最后证明((2.4)的证明)：根据引理 3.3，我们只剩下证明(3.11)成立。实际上，由(2.3)知，

只需证明对任意 0t ≥ 存在正常数 A 满足 
2

1
d .

2
t

vt
s

vf f Aτ
+
∇ + ≤∫                                (3.15) 

根据
2 2

23
2 2v v s

s s

v vf f f f f∇ ± = ∇   。可由(3.3)推导出 

2
21 d 1 .

2 d 2 2
sv vs H s

s s

v vf f f C u f f f
t

 
+ ∇ + ≤ + ∇ + 

 
 

利用基本不等式
2 2

2 2
α βαβ ≤ + 我们得出结论： 

( )
2

2d 1 .
d 2

s svs H s H s
s

vf f f C u f u f
t

+ ∇ + ≤ +  

在 [ ], 1t t + 上对这个不等式进行积分可以得到 

( )
2

1
d 1 .

2
t

vt
s

vf f Cτ ε ε
+
∇ + ≤ +∫  

由此证明了(3.15)，并总结了定理 2.1 的证明。 

4. 总结 

本文得到了磁场作用下不可压缩磁流体动力学方程组的解的全局存在性和正则性，并得到了系统具

有瞬时的平滑效果。后续可继续进行解的衰减估计，这对研究具有初值的不可压缩磁流体动力学方程问

题有重要意义。 
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