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摘  要 

研究了一个在一般有界域中的具有可变系数的时间分数阶扩散方程的逆向问题。提出了一种迭代的分数

次Tikhonov正则化方法去解决这个逆向问题。此外，通过先验正则化参数选取规则和后验正则化参数选

取规则，证明了正则化解的收敛率。迭代的分数次Tikhonov正则化方法超越了经典Tikonov正则化方法

的饱和结果，在先验参数选取规则下，迭代的分数次Tikhonov正则化方法优于经典迭代Tikonov正则化

方法。 
 
关键词 

时间分数阶扩散方程，迭代分数次Tikhonov正则化，先验参数选取，后验参数选取，误差估计 

 
 

Iterated Fractional Tikhonov Method for a 
Backward Problem for the Time-Fractional 
Diffusion Equation 

Wenhui Du 
College of Mathematics and Statistics, Northwest Normal University, Lanzhou Gansu 
 
Received: Mar. 24th, 2023; accepted: Apr. 18th, 2023; published: Apr. 28th, 2023 

 
 

 
Abstract 
The backward problem of a time-fractional diffusion equation with variable coefficients in a gen-
eral bounded domain is studied. An iterative fractional Tikhonov regularization method was pro-
posed to solve the backward problem. In addition, the convergence rates for the regularized solu-
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tion can be proved by using an a priori regularization parameter choice rule and an a posteriori 
regularization parameter choice rule. The iterative fractional Tikhonov regularization method 
surpasses the saturation result of classical Tikhonov regularization method, and iterative frac-
tional Tikhonov regularization method is superior to classical iterative Tikhonov regularization 
method under the a-priori parameter choice rule.  
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1. 引言 

近年来，时间分数阶扩散方程在各个领域都有重要的应用。许多研究者都对时分扩散方程的逆向问

题进行了研究。对于整数阶时间导数，例如 1α = ，逆向问题是一个经典的不适定问题，已经被广泛研究。

对于分数阶时间导数，仍有较少的工作式是针对逆向问题的。在文献[1]中，Liu 和 Yamamoto 用拟逆正

则化方法解决了一维情况下恒定系数 ijθ θ= 和 ( ) 0c x = 的逆向问题。在文献[2]中，Wang 通过使用拟边界

正则化方法进一步扩展了后验正则化参数选择规则。最近，在文献[3]中，Han 通过使用分数次 Landweber
方法研究了这种分数阶逆向问题。Bianchi 等[4]为分数次 Tikhonov 正则化方法设计了一个迭代版本，以

解决著名的饱和问题。在本文中，我们研究了在先验参数和后验参数选择规则下解决此逆向问题的迭代

分数次 Tikhonov 方法。 
我们考虑在一般有界域中具有可变系数的时间分数阶扩散方程的逆向问题，设Ω是 dR 上的一个有界

域，且具有足够光滑的边界 ∂Ω。逆向时间分数阶扩散问题由以下公式给出： 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

, , ,             , 0, ,0 1,

, 0,                                , 0, ,

, ,                        ,

tD u x t Lu x t x t T

u x t x t T

u x T g x x

α α = ∈Ω ∈ < <
 = ∈∂Ω ∈
 = ∈Ω

                   (1) 

其中分数导数 ( ),tD u x tα 是阶数为 ( )0 1α α< ≤ 的 Caputo 分数导数，其定义为 

( ) ( ) ( )

( )
0

1 d ,0 1,              0 1,
1,

, ,                                                            1.

t

t

t

ut
aD u x t

u x t

α

α
η η α α

η

α

− ∂
− < < < <Γ − ∂= 

 =

∫  

并且 L− 是定义在 ( ) ( ) ( )2 1
0D L H H− = Ω ∩ Ω 上的对称的一致椭圆算子： 

( ) ( ) ( ) ( ),
1 1

.
d d

i j
i ji j

Lu x u x c x u x
x x

θ
= =

 ∂ ∂
= +  ∂ ∂ 
∑ ∑  

其中 ( ),i j xθ 和 ( )c x 是Ω上的足够平滑的函数，并且满足 

( ) ( ) ( ) ( )1
, , ,, , , 0,i j i j j iC c x C c x xθ θ θ∈ Ω = ∈ Ω ≤ ∀ ∈Ω  
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0υ∃ >  (υ为常数)，使得 ( )2
,

, 1
, ,

d d
d

i i j i j
i i j

x xυ ξ θ ξ ξ ξ
=

≤ ∀ ∈Ω ∈∑ ∑ R 。 

逆向问题是在测量数据 ( )g xδ 下找到 [ )0,t T∈ 的温度 ( ),u x t 的近似值，其中精确数据 ( )g x 和噪声数

据 ( )g xδ 满足： 

( ) ( ) ,g x g xδ δ− ≤                                    (2) 

其中 ⋅ 是 2L 范数， 0δ > 是一个噪音水平。 

2. 准备工作 

在本文中，我们将使用以下定义和引理。 
定义 2.1 [5]：Mittag-leffler 函数有如下定义 

( ) ( ),
0

, ,
k

a b
k

zE z z
ak b

∞

=

= ∈
Γ +∑ C  

其中 0a∀ >  (a 为常数)且 b∈R 。 
引理 2.1 [5]：1) 对 0 1α< < 和 0η > ， 

( ) ( ) ( ),1 ,1 ,1
d0 1, .

d
E E E

α
α α

α α ααη λη λ λη
η

≤ − < − = − −  

此外， ( ),1αΕ η− 是完全单调的。也就是说 ( ) ( ),11 d d 0n n n
αΕ η η− − ≥ 。当η → +∞， ( ),1αΕ η− 满足下面

的近似关系： 

( ) ( ) ( )2
,1

1 .
1αΕ η ο η

η α
−− = +

Γ −
 

2) 对 0, 0λ α> > 和正整数 m∈N ， 

( ) ( )1
,1 , 1

d , 0.
d

m

mm E t t E t t
t

α α α
α α αλ λ λ−

− +− = − − >  

3) 假设 0 10 1α α< < < ，存在只与 0α 和 1α 有关的常数 , 0c C > ，则有 

( ) ( ) ( ),1
1 1 , 0

1 1 1 1
c CE t t

t tαα α
≤ ≤ ∀ >

Γ − − Γ − −
 

对所有的 [ ]0 1,α α α∈ 都成立。 
引理 2.2 [6]：对任意的 nλ 满足 1 0nλ λ≥ > ，存在正常数 ,C C ，则有 

( ),1 .n
n n

C CE Tα
α λ

λ λ
≤ − ≤  

引理 2.3：设常数 0; 0; 0; 0; 0nT mγ µ λ> > > > > ，则有 
( ) ( )
( )

1
, 2

1
,1

sup .
m

n

n n

F
mC

E T
µ γ

α
α

σ
µ

λ

−
≤

−
 

证明：由文献[4]中的命题 18 可知 ( ) ( ) ( ), ,
m

n nF mFµ γ µ γσ σ≤ ，其中 ( )
2

, 2
n

n
n

F
γ

µ γ
σ

σ
σ µ
 

=  
+ 

。 
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( ) ( )
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2 12 1
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1

sup sup sup sup ,
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令
1

n

ζ
λ

= 。设 

( )
( )

2 1
2 1

2 2
.A mC

C

γ
γ

γ

ζζ
µ ζ

−
−=

+
 

对
1
2

γ > ，函数 ( )A ζ 是连续的。由于 ( ) ( )
0

0, lim 0A A
ζ

ζ ζ
→

≥ = ，且 ( )lim 0A
ζ

ζ
→∞

= ，所以最大点满足

( ) 0A ζ∗′ = 。解得
2

C
γµ µ

ζ∗

−
= 。 

将ζ∗代入 ( )A ζ 中得到最大值 

( ) ( ) ( ) ( )
1 11

2 1 2 1 2 22 12 1 2 : .A A mC C C mγ γγ γζ ζ γ γ µ µ
− −− −− − +

∗≤ = − =  

最后，我们得到 
( ) ( )
( )

1
, 2

1
,1

sup .
m

n

n n

F
C m

E T
µ γ

α
α

σ
µ

λ

−
≤

−
 

引理 2.3 证毕。 
引理 2.4：设 10; 0; 0; 0nmγ µ λ λ> > > ≥ > ，则 

( ) ( )( ) ( )
2 2
22

,
2 2 2

3

,                 4 ,
sup 1

,      0 4 .

m m
pm

pn n
m mn

C p m
F

C m p m
µ γ

µ
σ λ

µ

−

− −

 ≥− ≤ 
 < <

 

证明：由文献[4]中的命题 18 可知 ( ) ( ) ( )( ), ,1 1
mm

n nF Fµ γ µ γσ σ− = − 。同样的，由文献[7]中的命题 3.2 可

知 ( ) ( ), ,1 0n nF Fµ γ µσ σ≥ > ，其中 ( )
2

, 2
n

n
n

Fµ γ
σ

σ
σ µ

=
+

是古典 Tikhonov 方法的滤波函数。我们有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2
2

22 2
, , 2 2sup 1 sup 1 .

mp
mmp pm n

n n n n
n n n

F F
Cµ γ µ γ
µλ

σ λ σ λ
µλ

−
− −
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             (3) 

令 ny λ= 。设 

( )
2

2

2 2 .

p
myB y

C y
µ

µ

−

=
+

 

如果 2 0
2
p
m

− ≤ ，即 4p m≥ ，有 
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如果 2 0
2
p
m

− > ，即 0 4p m< < ，函数 ( )B y 是连续的。由于 ( ) ( )
0

0, lim 0
y

B y B y
→

≥ = ，并且 ( )lim 0
y

B y
→∞

= ，

所以最大点满足 ( ) 0B y∗′ = 。解得
( )2 4C m p

y
pµ∗

−
= 。 

将 y∗代入 ( )B y 中得到最大值 

( ) ( ) ( )
4

1 12 4 4 44 3
1 4 : .
4

p p p pm p
m m m mmB y B y m C m p p C mµ µ

−−− −
∗≤ = − =                  (4) 

最后，我们得到 

( ) ( )( ) ( )
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2 2 2
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引理 2.5：设 0; 0; 0; 0; 0T p mγ µ> > > > > ，则 

( )( ) ( ) ( ) 4
2 2, ,1

4
5

,                 4 2,
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,      0 4 2.

m m
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证明：与计算(3)式相类似，我们可得 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
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令 ny λ= 。设 

( )
22

2

2 2 .

p
myG y
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µ

µ

+
−

=
+

 

如果
22 0

2
p

m
+

− ≤ ，即 4 2p m≥ − ，对 1 0nλ λ≥ > ，有 

( ) 2
42 2

2
1

1 : .p
m

G y C Cµ µ
λ

−
+

−
≤ =  

如果
22 0

2
p

m
+

− > ，即 0 4 2p m< < − ，与计算(4)式相类似，得 
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最后，我们得到 
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3. 问题的不适定性和条件稳定性 

假设算子 L− 的特征值为 nλ 并且 ( ) ( ) ( )2 1
0n x H Hϕ ∈ Ω ∩ Ω 是其相应的标准正交特征函数。{ } 1n n

ϕ ∞

=
是空

间 ( )2L Ω 上的标准正交基。我们有 n n nLϕ λ ϕ= − 。由于 L− 是一个对称的一致椭圆算子，我们可以假设其

特征值满足 1 20 , limn nn
λ λ λ λ

→∞
< ≤ ≤ ≤ ≤ = ∞  。定义一种 Hilbert 空间 

( )( ) ( ) ( ) 22 2

1
; , ,

qq
n n

n
D L b L bλ ϕ

∞

=

 − = ∈ < +∞ 
 

∑                         (5) 

其中 ( ),⋅ ⋅ 表示其在 ( )2L Ω 中的内积。它具有范数 ( )( ) ( ) ( )
1
222

1
,q

q

n nD L
n

b bλ ϕ
∞

−
=

 =  
 
∑ 。 

通过变量分离和引理 2.1，我们可以得到问题(1)的形式解： 

( ) ( )( ) ( ) ( ),1
1

, ,0 , .n n n
n

u x t u x E t xα
αϕ λ ϕ

∞

=

= −∑                           (6) 

定义 ( ) ( ) ( ) ( ),0 , , , ,n n n nf x u x f f g gϕ ϕ= = = ，并且让 t T= ，则有 

( ) ( ) ( ),1
1

,n n n
n

g x f E T xα
α λ ϕ

∞

=

= −∑                               (7) 

且 

( ),1 ,n n ng f E Tα
α λ= −                                    (8) 

因此 

( )
( )
( ) ( ),1

1 ,1

, .n
n n

n n

E t
u x t g x

E T

α
α

α
α

λ
ϕ

λ

∞

=

−
=

−
∑                              (9) 

当 ( )0 1, 0,t Tα< < ∈ 时，逆向问题是稳定的。这与 1α = 时完全不同。我们对这一现象的解释是：由

于分数导数是遗传函数，拥有对过去状态的全部记忆，所以我们很容易的从其现在的信息中发现以前的

状态。但 0t = 时的状态是个例外。 
在下文中，我们只考虑 0t = 的情况。 
定义线性算子 :K f g→ 如下： 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),1
1

, , d , ,n n n
n

K f E T f x x k x f g x xα
α λ ϕ ϕ ξ ξ ξ

∞

Ω
=

= − = = ∈Ω∑ ∫           (10) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ),1
1

, n n n
n

k x E T xα
αξ λ ϕ ϕ ξ

∞

=

= −∑ 。由于 ( ) ( ), ,k x k xξ ξ= ，所以 K 是自交的。从文献[8]中的定理

2.1 可知，如果 ( )2f L∈ Ω ，则 ( )2g H∈ Ω 。因为 ( )2H Ω 是紧嵌入 ( )2L Ω 的，所以 ( ) ( )2 2:K L LΩ → Ω 是

紧的，所以问题(10)是不适定的。 
紧的线性自伴算子 K 的奇异值为 ( ),1n nE Tα

ασ λ= − 。 
我们在下面的定理中给出一个条件稳定性。 

定理 3.1 [9]：设 ( ) ( ) ( ) 2: ,0
P

f x u x D L = ∈ − 
 

满足一个先验约束条件 

( ) 2
, 0,P

D Lf E p 
 − 
 

≤ >                                  (11) 

则有 
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2
2 26 , 0,

p
P pf C E g p+ +≤ >  

其中 2
6

p
pC C

−
+= 是一个与 1, , ,T pα λ 有关的常数。 

4. 迭代的分数次 Tikhonov 正则化方法和收敛性分析 

在本节中，我们提出分数次 Tikhonov 方法的固定迭代版本[4] [10]，用迭代的分数次 Tikhonov 正则

化方法去解决这个不适定问题。 

( ) ( ) ( ) ( )

0
,

1 1
, ,

: 0;

: .m m

f

K K I f K K K g K K I K K f

µ γ

γ γ γ

µ γ µ γµ µ
−∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −

 =

  + = + + −   

               (12) 

其中
1 1
2

γ≤ ≤ ，如果 1γ = ，就得到了标准迭代 Tikhonov 正则化。选择
1 1
2

γ< < ，可以防止过平滑效应，

获得更准确的解的不连续数值结果。 
如果 g gδ= ，我们定义 ,

,
mf δ
µ γ 为分数次 Tikhonov 的第 m 次迭代。在本节中，正则化参数仍然为 µ ，

迭代步骤 m 是固定的。对任意给定的 m∈N 和
1 0
2

γ< < ，在(12)式中的固定的迭代分数次 Tikhonov 是一

种基于过滤器的正则化方法，其滤波函数为： 

( ) ( )
( ) ( )

( )

2 2 2

,
2

mm

m
mF

γ γ γ

µ γ γ

σ µ σ µ σ
σ

σ µ

 + − + −  =
+

 

迭代的分数次 Tikhonov 正则化方法在噪声数据和精确数据下的解为 

( )
( ) ( )
( ) ( ),,

,
1 ,1

, ,
m

nm
n n

n n

F
f x g

E T
µ γδ δ

µ γ α
α

σ
ϕ ϕ

λ

∞

=

=
−

∑                            (13) 

和 

( )
( ) ( )
( ) ( ),

,
1 ,1

, .
m

nm
n n

n n

F
f x g

E T
µ γ

µ γ α
α

σ
ϕ ϕ

λ

∞

=

=
−

∑                             (14) 

4.1. 先验正则化参数选取规则下的收敛性估计 

定理 4.1：假设先验条件(11)和噪声假设(2)成立，我们有 

1) 如果 4p m≥ 和

2
2 1m

E
δµ

+ =  
 

，则有收敛性估计 

( ) ( ) ( )
1 2

, 2 1 2 1
, 1 2 .

m
m m m mf x f x C m C Eδ
µ γ δ+ +− ≤ +  

2) 如果 0 4p m< < 和

4
2p

E
δµ

+ =  
 

，则有收敛性估计 

( ) ( ) ( )
2

, 2 2
, 1 3 .

p
m m m p pf x f x C m C m Eδ
µ γ δ− + +− ≤ +  

证明：由三角不等式得 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.124186


杜文慧 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.124186 1799 应用数学进展 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
, , , , .m m m mf x f x f x f x f x f xδ δ

µ γ µ γ µ γ µ γ− ≤ − + −                   (15) 

首先，我们给出(15)式中的第一项估计 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2

2 , ,,
, ,

1 1,1 ,1

2 2 21
2, , 2 22

1
1 ,1 ,1

, ,

sup

m m
n nm m
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F F
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        = − ≤ ≤      − −     
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∑

 

因此 

( ) ( )
1

, 2
, , 1 ,m mf x f x C mδ

µ γ µ γ µ δ
−

− ≤                              (16) 

其次，我们估计(15)式中的第二项 
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( ) ( ) ( ) ( )
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1
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σ
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σ
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µ
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−
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−
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因此 

( ) ( )
2

,
4

3

,            4 ,

,   0 4 .

m m

m
p

m m

C E p m
f x f x

C m E p m
µ γ

µ

µ−

 ≥− ≤ 
 < <

                      (17) 

将(16)式和(17)式相加，选取

2
2 1

4
2

, 4 ,

,0 4 .

m

p

p m
E

p m
E

δ

µ
δ

+

+


  ≥  = 
  < <  

得到 

( ) ( )
( )

( )

1 2
2 1 2 1

1 2,
, 2

2 2
1 3

,               4 ,

,        0 4 .

m
m m m

m
p

m m p p

mC C E p m
f x f x

mC C m E p m

δ
µ γ

δ

δ

+ +

− + +


+ ≥− ≤ 

 + < <

                (18) 

此定理证毕。 

4.2. 后验正则化参数选取规则下的收敛性估计 

在本节中，我们考虑了 Morozov 偏差原理的一个后验选取规则，并得到正则化解(13)的收敛率。在

这里 Morozov 偏差原理是用来确定正则化参数 µ 的。 
我们使用以下形式的偏差原理： 

( ) ( ),
, .mKf x g xδ δ

µ γ τδ− =                                  (19) 
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其中 1τ > 是常数。根据下面的引理，如果 0gδ τδ> > ，(19)式就会存在一个唯一的解。 
引理 4.1：设 ( ) ( ) ( ),

,
mI Kf x g xδ δ
µ γµ = − 。如果 0gδ δ> > ，就有下面的结论成立：1) ( )I µ 是一个

连续函数；2) ( )
0

lim 0I
µ

µ
→

= ；3) ( ) ( )lim I g xδ

µ
µ

→+∞
= ；4) ( )I µ 是一个在 ( )0,∞ 上的严格递增函数。 

证明：由如下的表达式 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )
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1
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1 1

1
2 22 2

2
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1 , 1 ,
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µ σ ϕ ϕ σ ϕ

σ
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∞ ∞

= =

∞

=

 = − = − 
 

     = −    +    

∑ ∑

∑

 

容易验证上述结论成立。 
引理 4.2：如果 µ 是(19)式的解，我们可以得到下面不等式： 

1 1
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4 4
2 25

,                    4 2,
11
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m m m

m m p p
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    ≥ −    −   ≤ 
    < < −    −   

 

证明：首先，由(10)式和(19 式)得 
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则可以得到 
1 1

4

4 4
2 25

,                   4 2,
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,     0 4 2.
1

m m m

m m p p

CC E p m

CC m E p m

τ δ

µ

τ δ

− + +


    ≥ −    −   ≤ 
    < < −    −   

                      (20) 

引理 4.2 证毕。 
定理 4.2：假设先验条件(11)和噪声假设(2)成立，并且存在 1τ > ，使得 0gδ τδ> > 。正则化参数 0µ >

通过偏差原理(19)选取，我们有 
1) 如果 4 2p m≥ − ，则有收敛性估计 

( ) ( )
1 2 1

, 2 2
, 7 ,

m
m m mf x f x C Eδ
µ γ δ

−

− ≤  
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其中 ( )
1

1 22 12
4 227 1 1
1

mm mm
mm

CCC C m Cτ
τ

−− 
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− 
。 

2) 如果 0 4 2p m< < − ，则有收敛性估计 
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2

, 2 2
, 8 .

p
m p pf x f x C Eδ
µ γ δ+ +− ≤  

其中 ( )
2

22
25 28 1 1

1

m m pp
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− + −
++

 
= + + 

− 
。 

证明：由三角不等式得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
, , , , .m m m mf x f x f x f x f x f xδ δ

µ γ µ γ µ γ µ γ− ≤ − + −                   (21) 

我们先来估计(21)式的第一项，通过(16)式和(20)式可得到 

( ) ( )

1
1 2 12

4 2 2
1

,
, , 2

22
2 25

1

,                4 2,
1

,     0 4 2.
1

mm m
m m

m m

pm m p
p p

CCC m E p m

f x f x
CC m

C m E p m

δ
µ γ µ γ

δ
τ

δ
τ

−

− +
+ +


  ≥ −  − − ≤ 

   < < − 
 − 

              (22) 

接下来，我们估计(21)式中的第二项， 
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( ) ( )( ),1, , .n n ng E T fα
αϕ λ ϕ= −                               (24) 

当 4 2p m≥ − 时，有 
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下面我们来估计 1I 和 2I ， 
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因此 
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当 0 4 2p m< < − 时，用计算(28)式相似的方法得到(29)式 
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将(28)式和(29 式)结合 
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将(22)式和(30)式相加得 
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此定理证毕。 

5. 结束语 

在本文中，我们提出了一种迭代的分数次 Tikhonov 正则化方法来解决时间分数阶扩散方程的逆向问

题。在通常的平滑源条件下，根据先验和后验参数的正则化参数的选择规则得到 Hölder 型误差估计。迭

代的分数次 Tikhonov 正则化方法克服了经典 Tikhonov 方法的饱和结果，在先验参数选择规则下，迭代

的分数次 Tikhonov 方法要优于经典迭代 Tikhonov 方法。 
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