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摘  要 

在这篇文章中，我们主要证明一类液晶系统基态解的存在性。在V和 g的假设下，我们利用Nehari流形

的方法找到了这个解。之后，我们利用山路定理的方法证明了这类液晶系统非平凡解的存在性。最后我

们对上述系统做了一些改进，利用亏格理论的方法证明了液晶系统的多重性结果，即证明了该系统无穷

多解的存在性。 
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Abstract 
In this paper, we aim to prove the existence of ground state solutions for a class of liquid crystal 
system. Under the assumptions of V and the nonlinearity g, we find this solution using the Nehari 
manifold. After that, we prove the existence of nontrivial solutions of liquid crystal system by us-
ing the method of Mountain Pass Theorem. Finally, we have made some improvements, and prove 
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a different type of multiplicity result by applying the Krasnoselskii genus theory, the existence of 
infinitely many solutions to the system. 
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1. 引言 

本文考虑下面的液晶系统 

( ) ( ) 2

2 2 2

, .
, ,

u V x u u g u x
c u x

γ θ
θ

−∆ + + = ∈

−∆ + = ∈





                           (1) 

其中参数 0γ ≥ ， 0c > 是一个常数。( ) 2,x y ∈ ， 2 2
x y∆ = ∂ + ∂ 是横向的拉普拉斯算子。 ( ),u x y 是一个实值

函数。方程(1)与文[1]中的光电场 ( ),E θ  

( )

2 2
, 0

2
,

2 sin sin 0,

2 sin 2 0,

x y

x y

Ei E E
z

E

α θ θ

θ β α θ

∂  + ∆ + − =  ∂
  ∆ + + = 

                         (2) 

其中， 0θ 为预倾斜角，表示由静电场诱导的取向， ,x y∆ 是拉普拉斯算子。α 和 β 代表向列向液晶分子的

光学和静态介电常数。系统(2)模拟了激光在向列相液晶中的传播。在文[2]中，Strinic 等人利用快速傅里

叶变换算法从数值上证明了在狭窄阈值区域内存在稳定孤子。在文[3]中，Aleksic 等人利用改进的

Petviashvili 方法和变分法，计算了基本孤子的分布。Panayotaros 和 Marchant 在文[4]中，研究了具有贝塞

尔势核的二维 Hartree 型非局域 NLS 方程的孤子解。 
设 0θ θ θ= + ，其中，θ 对应于光诱导的分子重定向，并且 1θ  ， ( )0sin 2α α θ= ， ( )02 cos 2β β θ= 。

利用一阶近似，可推得下列的低阶近似模型： 

,

2
,

2 0,

2 0.

x y

x y

Ei E E
z

E

αθ

θ βθ α

∂ + ∆ + = ∂
 ∆ + + =

                                (3) 

在文[3]中，Aleksic 等人使用了一种迭代的数值方法求该模型的精确基本型不变解，将变分法应用于

单轴向列相液晶中光束传播的标量模型，并与数值模拟结果进行了比较，通过直接的数值模拟，在有噪

声和无噪声的情况下，验证了孤子解的稳定性，之后对(3)应用无量纲化过程，得到下列无量纲动力演化

系统 

,

22
,

2 0,

4 0,

x y

x y

Ei E E
z

c E

γψ

ψ ψ

∂ + ∆ + = ∂
∆ − = = π

                                (4) 

其中参数 0γ ≥ ， 0c > 是一个常数。Hu 等人在文[5]中证明了(4)向列向液晶中非局域孤子间的相互作用可
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以由非局域程度来控制。对于给定的波束宽度，可以通过偏置电压 V 改变 NLC 分子的前倾角 0θ 来调整

非局域程度。文[6]中，作者考虑了系统(4)的驻波解，其形式为 

( ) ( ), , e ,i zE x y z u x yω= , 

其中， 0ω > ， ( ),u x y 是实值函数，则系统(4)退化为下列系统 

( )
( )

2

2 2 2

2 0, , .
4 , , .

u u u x y
c u x y
ω γ ψ

ψ ψ
∆ − + =

π
∈


−∆ + = ∈





                            (5) 

文[6]中，作者利用山路定理和亏格理论，证明了径向对称孤立波的存在性和多重性。 
当 0c = 时，(5)退化为下列 Schrödinger-Possion 系统 

( ) ( ) 2

2 2

, , ,
, .

u V x u u f x u x
u x

φ
φ

−∆ + + = ∈

∆ = ∈





                           (6) 

关于 2
 上 Schrödinger-Possion 系统的变分方法研究，许多学者研究了其基态解、束缚态解，无穷多

解的存在性。特别地，在文[7]中，Alves 等人利用 Nehari 流形的方法证明了 Schrödinger-Poisson 系统(6)
当 ( ) 1V x = 时其最小能量正解的存在性。Chen 等人在系统(6)的基础上，令 ( ) ( ),f x u f u= ，采用变分方

法在文[8]中研究了平面薛定谔泊松系统在轴对称函数空间中存在一个非平凡解和一个具有最小能量的基

态解，其中 ( )V x 是轴对称的，进一步改进 1V = ， ( ) 2pf u u u−= ，且 2 6p< < 的情形。之后，在文[9]
中，假设 V 轴对称和 f 满足 Trudinger-Moser 的意义上是次临界或临界指数增长，利用 Nehari 流形以及山

路定理，证明了系统(6)基态解以及无穷多解的存在性。 
受上述文献的启发，我们主要研究系统(1)基态解的存在性和无穷多解的存在性。本文主要关注系统

(1)正解的存在性，不妨假设 ( ) 0, 0g t t= < 。假设 ,V g 满足如下条件： 

(V1) ( )( )2 , 0,V C∈ ∞ ，存在 0 0α > ，使得 ( )
2 0inf 0V x α≥ >



，并且有 ( )lim
x

V x
→∞

= +∞； 

(g1) ( )1 ,g C∈   ，存在 0 0α > ，使得 

(i)  当 0α α> 时，
( )

2lim 0
e tt

g t
α→+∞

= ； 

(ii) 当 0α α< 时，
( )

2lim
e tt

g t
α→+∞

= +∞； 

(g2) 
( )

0
lim 0
t

g t
t→

= ； 

(g3) 存在 2ϑ > ，使得对任意的 0t > ，都有 ( ) ( )0 G t g t tϑ< ≤ ； 

(g4) 函数
( )
3

g t
t

t
→ 在区间 ( )0,+∞ 上单调递增； 

(g5) 存在 4p > ， { }*max 1,τ τ> ，使得 ( ) 1, 0pg t t tτ −> ∀ > ，其中， 

( )

2
2

0* 2
:

4

p

pp c
p
α

τ

−

 
=   − π

. 

我们主要结果陈述如下： 
定理 1.1 设 V 满足 V1，g 满足(g1)~(g5)。那么系统(1)至少存在一个基态解。 
定理 1.2 设 V 满足 V1，g 满足(g1)~(g5)。那么系统(1)至少存在一个非平凡解。 
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定理1.3设V满足V1，g满足(g1)~(g4)。那么存在无穷多解 ( ) ( )1 2, ,n n nu E Hγ θ +∈ × ×  ，使得 ( ), ,n n nuγ θ

是下列系统 

( ) ( ) 2

2 2 2

, .
,

u V x u u g u x
c u x

γ θ γ
θ θ

−∆ + − = ∈

−∆ + = ∈





 

的弱解。 
本文结构如下：在第二节我们给出了几个准备性引理。在第三节证明定理 1.1。第四节将给出定理

1.2 的证明。第五节证明定理 1.3。 

2. 准备性工作 

设 ( ) ( ) ( ){ }1 2 2 2 2 2|H u L u L= ∈ ∇ ∈   ，其上赋予范数 

( )
2

1
2

2 2 du u u x
 

= + ∇  
 
∫


. 

定义空间 

( ) ( )
2

1 2 2: | dE u H V x u x
  = ∈ < ∞ 
  

∫


 , 

其上赋予范数 

( )( )
2

2 2 dEu u V x u x= ∇ +∫


 

在此范数下，E 是一个 Hilbert 空间。由假设(V1)，显然可得 ( )1 2E H⊂  ，并且 E 紧嵌入 ( )2qL  ，

2 q≤ < +∞。 

对于系统(1)中的第二个方程，利用 Lax-Milgram 定理，易证得如下结论，证明见[6]。 
引理 2.1. 对任意的 ( )1 2u H∈  ，存在唯一的 ( ) ( )1 2u Hθ θ= ∈  ，使得 

(i) θ 是系统(1)第二个方程的解； 
(ii) θ 满足： ( ) 2

pu C uθ ≤ ，其中 2p > ，C 是一个常数； 

(iii) ( ) ( )1 2 1 2: H Hθ →  连续； 

(iv) 在 2
 上， ( ) 0uθ ≥ ，且对于任意的 s∈， [ ] [ ]2su s uθ θ= 。 

此外，由文[10]可知，系统(1)第二个方程的解 ( )uθ 显示表达为 

[ ] ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

2
2, 4 , , du x y E c x s c y t u s t tθ = − −π∫



, 

其中， ( ) ( ) ( )2 2 2
2 0

1, , 1
2

rE x y K x y L r= +
π

∈ ≤ < +∞ ， 

这里， ( )0 0K r ≥ ，是第二类零阶修正贝塞尔函数，且具有如下性质： 

(i) ( )( )0 0,K C∞∈ ∞ ， ( )0 0K r > ， 0r > ，并且 ( ){ } ( )0 1K r K r′ = − ， 0r > ； 

(ii) 当 0r → 时，有
( )0 1

ln
K r

r
→

−
， ( )0 0rK r L′ → − ， 0 0L > ； 

(iii) 当 r →∞时， ( )0e 0r K r → ， ( )0e 0r K r′ → 。 
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由引理 2.1，系统(1)可约化为经典的 Schrödinger 方程 

( ) ( ) 2,u V x u u g u xγ θ−∆ + + = ∈                             (7) 

根据文[10]中定理 2.14 知( 2, pW -估计)，如果 ( )1 2u H∈  固定，那么 ( )2, 2rWθ ∈  ，对任意 2r ≥ ，

利用 Sobolev 嵌入定理，知 ( )1, 2C αθ ∈  ， ( )0,1α ∈ 。椭圆正则性的 2, pW 估计，蕴含了 ( )2, 2p
locu W∈  ，

对任何 1p ≥ ，利用 Sobolev 嵌入定理，知 ( )1, 2
locu C β∈  ， ( )0,1β ∈ 。对第二个方程使用 Shauder 估计，

得 ( )3, 2
locC γθ ∈  ， { }min ,γ α β= 。 

问题(7)对应的能量泛函 :I E → 为 

( ) ( )( ) [ ] ( )
2 2 2

2 2 21 d d d
2 4

I u u V x u x u u x G u xγ θ= ∇ + + −∫ ∫ ∫
 



                  (8) 

由假设(g1)和(g2)，容易验证 ( )1 ,I C E∈  ，且对任意的 v E∈ ，有 

( ) ( )( ) [ ] ( )
2 2 2

1, d d d
2 4

I u v u v V x uv x u u v x g u v xγ θ′ = ∇ ∇ + + −∫ ∫ ∫
 

  

因此， u E∈ 是方程(7)的弱解当且仅当 u 是泛函 I 的临界点。 
引理 2.2. [6]如果在 E 中， nu 弱收敛于 u，那么在 E 中 [ ] [ ]nu uθ θ→ ，并且 

( ) ( )
2 2

2 2lim d dn nn
u u x u u xθ θ

→∞
=∫ ∫

 

                             (9) 

我们回顾 2
 上的 Trudinger-Moser 不等式，见文[11]。 

引理 2.3. 对于任意的 ( )1 2u H∈  ， 0α > ，都有 ( )2 1 2e 1u Lα − ∈  。此外，对于 0M > ， 4α < π，如

果
2

2 1u∇ ≤ ，
2

2u M≤ ，那么存在 ( ), 0C C M α= > ，使得 

( )2

2

1 due x Cα − ≤∫


. 

注：由(g2)可得，对于任意的 0ε > ，存在 0δ > ，使得 

( ) ( ) 21, , 0
2

g t t G t t tε ε δ≤ ≤ < ≤                           (10) 

另一方面，由(g1)，给定 0α α> ，存在 1 0δ > ，使得 

( ) ( )2

1e 1 ,tg t tαε δ≤ − ≥ . 

于是，当 1t δ≥ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 22
2 2

1 1

e 1 , e 1t tg t t t G tα αε ε
δ δ

≤ − ≤ −                        (11) 

因此，根据(10)~(11)，对于 0ε > ， 0α α> ，存在 0Cε > ，使得对任意的 u E∈ ， 2q > ，都有 

( ) ( )2

2 2 2

2d d e 1 dq ug u u x u x C u xα
εε≤ + −∫ ∫ ∫

  

                       (12) 

( ) ( )2

2 2 2

2d d e 1 d
2

q uG u x u x C u xα
ε

ε
≤ + −∫ ∫ ∫

  

                       (13) 
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引理 2.4. 函数 ( ) ( ) ( )4h t g t t G t= − 在 ( )0,+∞ 上单调递增。 

证明：当 0 s t< < 时，由(g4)得， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4
3

4 4 4
3 3

4 4 4 d

4 4

t

s

g s
h s g s s G s s G t g

s
g t g t

s G t t s g t G t h t
t t

τ τ= − = − +

≤ − + − < − =

∫

 
得证。 

3. 定理 1.1 的证明 

定义. Nehari 流形 

{ } ( ){ }\ 0 , , 0N u E I u u′= ∈ = . 

引理 3.1. N ≠ ∅。 
证明：设 { }\ 0u E∈ ，且 0u ≥ ，令 ( ) ( ) , 0u t I tu tη = > 。显然 ( ) ( )1

u t Cη ∈  ，并且 tu N∈ 当且仅当

( ) 0u tη′ = 。由(12)以及 Holder 不等式可得 

( ) ( )( ) [ ] ( )

[ ] ( )

[ ]

2 2 2

2

2 2 2

2
2

1 1

2 2 2

2 2 3 2

2 23 2 1

1
1

2 3 2 1

d d d

d d e 1 d

1 d d e 1 d
2 2

H H

u

q uq
E

sus tus uqsq
E

t t u V x u x t u u x g tu u x

t u t u u x t u x t C u x

Ct u t u u x t C u x x

α
ε

α

ε

η γ θ

γ θ ε

ε γ θ

−

 
 ′  ′−  

′ = ∇ + + −

≥ + − − −

  
     ≥ − + − −             

  

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

  

  

  

, 

其中 , 1s s′ > 。选取 0α α> ， 1 0t > ，使得 ( )1 2
2

1 4Hs t uα < π


，利用引理 2.4，可得 

( ) 3 1
1 2 3 1, 0q

u t D t D t D t t tη −≥ + − < ≤  

其中，
2

1
1
2 2 E

CD uε = − 
 

， [ ]
2

2
2 dD u u xγ θ= ∫



，
2

1

3 d
s

qsD C u xε

′
′ 

=   
 
∫


。由于 2q > ，因此存在 *
10 t t< < ，

使得对所有的 *
10 t t t< < ≤ ，都有 ( ) 0u tη > 。 

另一方面，由(g5)和引理 2.3，易得 

( ) [ ]
2 2

2 3 2 1d dp p
u Et t u t u u x t u xη γ θ τ −′ ≤ + −∫ ∫

 

. 

由于 4p > ，则 ( )lim un
tη

→∞
′ → −∞。因此，至少存在一个 0ut > ，使得 ( ) 0u utη′ = ，即 ut u N∈ ，因此 N ≠ ∅。 

引理 3.2. 存在常数 0C > ，使得对任意的 u N∈ ，都有 Eu C≥ 。 
证明：反证法，假设存在序列{ }nu N⊂ ，使得在 E 上 

0nu →                                       (14) 

因此，由(12)可得 

[ ] ( ) ( )2

2 2 2 2

22 2 d d d e 1 dnq u
n n n n n nEu u u x g u u x u x C u xα

εγ θ ε≤ + ≤ + −∫ ∫ ∫ ∫
     
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由 Hölder 不等式， , 1s s′ > ，有 

( )

2
2

1 1

2 2

1
1

21 d e 1 d
n

H n H

sus us
uqs

n nEC u C u x x
α

ε ε

 
 ′  ′  

  
    

− ≤ −     
    

  

∫ ∫
 

 

利用(14)，存在 0n ∈，使得 { }
0

2 *sup 4n E
n n

s uα α
≥

= < π，由引理 2.3，Sobolev 嵌入定理，可得 

( )
2

1

21 d
s

qs q
n n nE EC u MC u x MC C uε ε ε

′
′ 

− ≤ ≤  
 
∫


. 

上述不等式蕴含着
21 q

n E

C
u

MC C
ε

ε

−−
≤ 。由于 2q > 与(14)矛盾。得证。 

考虑极小化问题 

( )inf
u N

I u c
∈

=
 

引理 3.3. 0c > 。 
证明：对任意的 u N∈ ，由引理 3.2 和引理 2.4 得 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )( )
2 2

2

2 2

2 2

1 ,
4

1 1 1d d
4 4 4

1 d 0
4

I u I u I u u

u V x u x g u u G u x

u V x u x C

′= −

 = ∇ + + − 
 

≥ ∇ + ≥ >

∫ ∫

∫







. 

因此， 0c > 。 
引理 3.4. 设 nu N∈ ，满足 ( )nI u c→ ，则{ }nu 在 E 中有界。 

证明：由 ( )nI u c→ ， ( ) , 0n nI u u′ = ，以及引理 2.4，计算得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 21 1 1 11 , d
4 4 4 4n n n n n n n n nE Ec o I u I u u u g u u G u x u ′+ = − = + − ≥ 

 ∫
  

上式蕴含了{ }nu 在 E 中有界。 

下面我们考虑问题 

( ) 2 2,   ,pu V x u u u uγ θ −−∆ + + =   

其中 4p > ，该问题对应的能量泛函 :pI E → 为 

( ) ( )( ) [ ]
2 2 2

2 2 21 1d d d
2 4

p
pI u u V x u x u u x u x

p
γ θ= ∇ + + −∫ ∫ ∫
 



. 

显然 ( )1 ,pI C E∈  。记其对应的 Nehari 流形为 

{ } ( ){ }\ 0 , , 0p pN u E I u u′= ∈ =
 

定义 ( )inf
p

p pu N
c I u

∈
= 。类似于文[12]中的讨论，存在 pw E∈ ，且 0pw > ，使得 ( )p p pI w c= ， ( ) 0p pI w′ = ，
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并且 

( ) ( ) ( )
2 2

2 41 1 14 , d d
4 4 4

p p
p p p p p p p p p p pE

pc I w I w I w w w w x w x
p p

  −′= = − = + − ≥ 
 

∫ ∫
 

      (15) 

下面我们对极小能量值 inf
N

c I= 进行估计。 

引理 3.5. 

( )
2

2

2

4

p

p

pc
c

p τ −

≤

−

。 

证明：利用 ( ) , 0p p pI w w′ = ，以及条件(g5)可得 

( )
2 2 2 2

2 2 d d d dp p
p p p p p p pE

w w w x w x w x g w w xγ θ τ + = ≤ ≤ ∫ ∫ ∫ ∫
     

上述不等式蕴含了 ( ) , 0p pI w w′ ≤ 。类似于之前的证明，利用零点定理可得存在 ( ]0,1β ∈ ，使得

pw Nβ ∈ 。利用条件(g5)，以及 ( ) , 0p p pI w w′ = ，推得 

( )( ) ( )
2 2 2

2 2

2 2

2

2 42 2 2

2 2 2

2 2 2

2

d d d
2 4

d d
2 2

d d
2

d
2

p p p p p

p p
p p p pE

p p
p p p pE

p p
p

c w V x w x w w x G w x

w w w x w x
p

w w w x w x
p

w x
p

β γβ θ β

β γ τθ β

β τγ θ β

β τ β

 ≤ ∇ + + − 

 
 ≤ + −   

 
 

 ≤ + −   
 

 
≤ − 
 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 



 

 



. 

由(15)得
2 2

0

4 4
max

2 4 2 4
p pp p

s

c p c psc s
p p p p

β τ τβ
≥

   
≤ − ≤ −   − −  

。因此可以推得 

( )

2
2

2
2

4 21 1
2 4

4

p p p

p

pc pc
c

p
p

τ
τ

−

−

 ≤ =  − 
−

. 

引理 3.6. 设 nu N∈ 为极小化序列。则
2

0

4lim sup n E
n

u
α→∞

<
π
。不妨假设存在

0

40,m
α

 
∈ 
 

π
，使得

2 ,  n Eu m n≤ ∀ ∈。 

证明：由引理 3.4 和引理 3.5，可得 ( )
( )

( )2

2
2

8
4 1 1

4

p
n n nE

p

pc
u c o o

p τ −

≤ + ≤ +

−

，利用条件(g5)可得： *τ τ> ，

因此

( )

2

2
02

8 4lim sup

4

p
n E

n
p

pc
u

p
α

τ
→∞

−

≤ <
π

−

。 

固定 0α α> ，使得
40,m
α
π ∈ 

 
。另外，由引理 3.4，对于上述的极小化序列{ }nu ，通过取子列，仍

记为{ }nu ，假设存在 u E∈ 使得在 E 中， nu 弱收敛于 u，在 ( ) ( )2 2pL p ≥ 中， nu 强收敛于 u，在 2
 上，
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nu 几乎处处收敛于 u。 

引理 3.7. 存在 , 0R η > ，{ } 2
ny ⊂  ，使得

( )

2lim sup d
R n

n
n B y

u x η
→∞

≥∫ 。 

证明：利用文[13]中的消失引理，可得 0nu → ，在 ( ) ( )2 2sL s< < +∞ 。由引理 2.1，易推得

[ ]
2

2 d 0n nu u xθ →∫


。 

另一方面，由引理 3.6 和引理 2.3，得 ( )2

2 2

e 1 d d 0nq qu
n nC u x CC u xα

ε ε− ≤ →∫ ∫
 

。 

因此，由(12)得 ( ) ( )2

2 2 2

2d d e 1 d 0, 0nq u
n n n ng u u x u x C u xα

εε ε≤ + − → →∫ ∫ ∫
  

。联合 

( ) , 0n nI u u′ = ，可推得 0n Eu → ，这与引理 3.2 矛盾，得证。 

类似于文[7]中的引理 4.5，可证得如下结论： 
引理 3.8. 

( ) ( )
2 2

d dn ng u u x g u u x→∫ ∫
   

和 

( ) ( )
2 2

d d ,   ng u w x g u w x w E→ ∀ ∈∫ ∫
 

. 

定理 1.1 的证明下证序列{ }nu 的弱极限 u N∈ ，并且 ( )I u c= 。设 nu N∈ ，满足 ( )nI u c→ 。由范数

函数的弱下半连续性，可得 

( )2
2

2 2 2liminf dn n nE Ln
u u V x u x

→∞

 
≤ ∇ +  

 
∫
  

因此，利用引理 2.2 和引理 3.8，可得 

[ ] ( )
2 2

2 2 d dn Eu u u x g u u xγ θ≤ +∫ ∫
 

. 

类似于引理 3.1 的证明，存在 ( ]0,1t∈ ，使得 tu N∈ 。因此 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

21 1 1, 4 d
4 4 4Ec I tu I tu I tu tu tu g tu tu G tu x ′≤ = − = + − 

 ∫


. 

若 0 1t< < ，则利用引理 2.4 和 Fatou's 引理，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 2

221 1 14 d lim inf 4 d
4 4 4 nE En

c I tu u g u u G u x u g u u G u x
→∞

  ≤ < + − ≤ + −       
∫ ∫
 

即 

( ) ( )lim nn
c I tu I u c

→∞
≤ < = ，说明 0 1t< < 不可能发生。因此 1t = ，即 u N∈ ， ( )I u c= ，得证。 

4. 定理 1.2 的证明注意到 ( )I 0 0= ，由引理 2.1，以及(12)可得，存在常数C 0> ，使得 

( ) ( )( ) [ ] ( )

( )
2 2 2

2

2 2

2 2 2

2 4 2
1

1 d d d
2 4

1 d e 1 d
2 2

q u
E E

I u u V x u x u u x G u x

u C u u x C u xα
ε

γ θ

εγ

= ∇ + + −

≥ + − − −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 



   
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存在 , 1s s′ > ，使得
1 1 1
s s
+ =

′
，由引理 3.6，可选取适当的 s，使得 1

2 4Hs uα < π。利用引理 2.3，Sobolev

嵌入定理以及 Hölder 不等式，存在 ( ), 0C C M α= > ，使得 

( )( )
2

2
12 1

2 2 2

1
1

e 1 d d e 1 d
n

H n H

sus us uq qs q qu
qs Eu x C u x x C u C u

α
α

ε

 
 ′  ′  

′

  
    

− ≤ − ≤ ≤     
    

  

∫ ∫ ∫
  

      (16) 

因此，存在 1 2, 0D D > ，有 

( ) 2 4
1 2

1
2 2

q
E E EI u u D u D uε γ ≥ − + − 

 
. 

那么存在常数 00, 0rρ > > ，对于任意的 ( )0u Bρ∈∂ ，都有 ( ) 0I u r≥ 。设 0u E∈ ， 0 0u ≥ ，我们有 

( ) ( )( ) [ ] ( )
2 2 2

42
2 2 2

0 0 0 0 0 0d d d ,   0
2 4

ssI su u V x u x u u x G su x sγ θ= ∇ + + − >∫ ∫ ∫
 



. 

由条件(g5)可得， ( ) ( )
2 2

0 0d dpG su t su t
p
τ

>∫ ∫
 

。由于 0γ ≥ ，因此当 s → +∞时， ( )0I su → −∞。那么

存在 0 0s > ，使得 ( )0 0 0s u Bρ⊄ ，并且 ( )0 0 0, 0I s u r< < 。 

下面证明泛函 I 满足 PS 条件。设 d ∈，以及{ }nu 是 E 中的序列满足 

( ) ( ),  0n nI u d I u′→ →  

直接计算得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2lim d 4 d d lim 4 , 4n n n n n n n nn n
u V x u x G u x g u u x I u I u u d

→∞ →∞

 
 ′∇ + − + = − =     

∫ ∫ ∫
 

  

又因为 

( ) ( )
2 2

d 4 d 0n n ng u u x G u x− ≥∫ ∫
 

. 

因此，
2

n Eu d≤ ，即 nu 在 E 中有界。通过取子列，仍记为 nu ，不妨假设存在u E∈ ，使得在 E 中，

nu 弱收敛于 u，在 ( ) ( )2 2pL p ≥ 中， nu 强收敛于 u，在 2
 上， nu 几乎处处收敛于 u。 

对于任意的 Eϕ ∈ ，利用 Hölder 不等式可得 

[ ] [ ]

[ ] [ ]( ) [ ] ( )

[ ] [ ]( )

[ ] [ ]( )

2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

1 1 1
2 3 62 3 6

1 1 1
2 3 62 3 6

d d

d d

d d d

  d d d 0

n n

n n n

n n

n n

u u x u u x

u u u x u u u x

u u x u x x

u u x u u x x

θ ϕ θ ϕ

θ θ ϕ θ ϕ

θ θ ϕ

θ θ ϕ

−

= − + −

     
≤ −          
     

     
+ − − →          
     

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

 

  

  

                (17) 

由于在 E 中， nu 弱收敛于 u，因此 
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( ) ( )
2 2 2 2

d d d dn nu x V x u x u x V x u xϕ ϕ ϕ ϕ∇ ∇ + → ∇ ∇ +∫ ∫ ∫ ∫
   

                  (18) 

利用(17)，(18)和引理 3.8 可得 

( ) ( ) [ ] ( )

( ) [ ] ( )
2 2 2 2

2 2 2 2

, d d d d

d d d d

n n n n n nI u u x V x u x u u x g u x

u x V x u x u u x g u x

ϕ ϕ ϕ γ θ ϕ ϕ

ϕ ϕ γ θ ϕ ϕ

′ = ∇ ∇ + + −

→ ∇ ∇ + + −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
   

   

           (19) 

因此， ( ) 0I u′ = ，即 u 是泛函 I 的临界点。在(19)中，取 nu uϕ = − ，即 

( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( )( )
2 2

2 2

, d d

                            d d 0

n n n n n n

n n n n n

I u u u u u u x V x u u u x

u u u u x g u u u xγ θ

′ − = ∇ ∇ − + −

+ − − − →

∫ ∫

∫ ∫
 

   

利用引理 2.2，引理 3.4，以及 ( ) ( ), , 0n n nI u u u I u u u′ ′− − − = 可得 

( ) ( )( )
2 2

2 2d d 0n nu u x V x u u x∇ − + − →∫ ∫
   

即
2 0n Eu u− → 。因此，在 E 中， nu u→ 。 

因此，利用文[14]中的山路定理，I 至少有一个非平凡临界点 u E∈ ，从而是方程(7)的弱解。 

注：定义
[ ]( )

( )0 0,1
inf max
g u g

c I u
∈Γ ∈

= ，其中 [ ] ( )( ) ( ) ( ){ }1 2
0 0 00,1 , | 0 0, 1g C H g g s uΓ = ∈ = = 。当 g 满足条件

(g1)~(g5)时，利用文[13]中的定理 4.2 可得： 0c c= 。 

5. 定理 1.3 的证明 

本节我们将证明下面系统 

( ) ( ) 2

2 2 2

, .
, .

u V x u u g u x
c u x

γ θ γ
θ θ

−∆ + − = ∈

−∆ + = ∈





                         (20) 

存在无穷多解 ( ) ( )1 2, ,u E Hγ θ +∈ × ×  。 

定义泛函 ( )1 2:J E H× → ， 

( ) ( ) ( )1 2, ,J u J u J uθ γ θ= − , 

其中， 

( ) ( )
2 2

2 2
1

1 d d
2

J u u V x u x y
 

= ∇ +  
 
∫ ∫
 

                          (21) 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2
2

1 1, d d d
2 2

J u c x u x G u xθ θ θ θ= − ∇ + + +∫ ∫ ∫
    

显然，在 g 满足(g1)~(g2)的假设条件下， ( )( )1 1 2 ,J C E H∈ ×   ，并且 J 的临界点对应于系统(20)的

弱解。 
由引理 2.1，系统(20)可约化为单个未知函数 u 的 Schrödinger 方程 

( ) [ ] ( ) 2,   u V x u u u g u xγ θ γ−∆ + = + ∈ ,                        (22) 
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其对应的能量泛函 : EΙΙ → 为 

( ) [ ]( )

( ) ( )

( )

( ) [ ] ( )

2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 22 2 2

2

2 2 2

,

1 d d
2 2

  d d
2

1 d d d
2 4

u J u u

u V x u x c x

u x G u x

u V x u x u u x G u x

θ

γ θ θ

γ θ γ

γ θ γ

ΙΙ =

 
= ∇ + − ∇ +  

 

+ −

 
= ∇ + − −  

 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

  

 

   

               (23) 

由引理 2.1， ( )1 ,C EΙΙ∈  ，通过求导，对任意的 v E∈ ，有 

( ) ( )( ) [ ] ( )
2 2 2

, d d du v u v V x uv x u u v x g u v xγ θ γ′ΙΙ = ∇ ∇ + − −∫ ∫ ∫
 



, 

因此， u E∈ 是方程(22)的弱解当且仅当 u 是 II 的临界点。 
定义泛函 :F E → 如下 

( ) [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] ( )
2 2 2

2 22 2
2

1 1, d d d
2 2

F u J u u u c u x u u x G u xθ θ θ θ= = − ∇ + + +∫ ∫ ∫
    

引理 5.1. [6] (A) F 在 E 中是连续可微的，即 ( )1 ,F C E∈  ； 

(B) 对于 0σ > ，定义集合 ( ){ }|M u E F uσ σ= ∈ = ，那么 Mσ 是维数为 1 的非空 1C 流形。 

证明：利用隐函数定理，我们有 [ ]( )2 , 0,  
J

u u u Eθ
θ

∂
= ∀ ∈

∂
。容易证明，F(u)在 E 中是连续可微的，

并且 

( )
[ ]( ) [ ]( )

[ ]
[ ]( )

[ ] ( )
2 2

2 2 2, , ,
,

d d

J u u J u u J u u
F u v v u v v

u u
u u v x g u v x

θ θ θ
θ

θ
θ

∂ ∂ ∂
′ ′= + =

∂ ∂ ∂
= +∫ ∫
 

               (24) 

因为 [ ] [ ]( ) [ ]
2 2

2 22 21d d
2

u c u x u u xθ θ θ∇ + =∫ ∫
 

，所以我们有 

( ) [ ] ( )
2 2

21 d d
4

F u u u x G u xθ= +∫ ∫
 

.                           (25) 

因此， Mσ 可以表示为 

[ ] ( )
2 2

21| d d
4

M u E u u x G u xσ θ σ
  = ∈ + = 
  

∫ ∫
   

下面，证明 Mσ 非空。定义 :K + → ，对于任意的 u E∈ ， 0u ≠ ，有 

( ) ( ) [ ] ( )
2 2

4
2 d d

4
sK s F su u u x G su xθ= = +∫ ∫

 

, 

那么 ( )0 0K = ，并且 ( )K s 在 + 上单调递增。因此，存在 0 0s > ，使得 

( ) ( )0 0K s F s u σ= = . 
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因此，Mσ 非空。利用引理 2.1，(24)，(25)可得，若 u E∈ ，满足 ( ) 0F u′ = ，那么 ( ) , 0F u u′ = ，这

就蕴含着 0u = 。因此， Mσ 是维数为 1 的 1C 流形。 
回顾回顾亏格理论[15]。设 χ 是实值巴拿赫空间。设ℵ表示所有的闭子集 { }\ 0A χ⊂ 的集合，这些

闭子集关于原点是对称的。当 x A∈ 时可以推得 x A− ∈ 。对于 A∈ℵ，定义 A 的亏格 ( )0 Aγ 为最小正整数

k，使得其是一个奇映射， { }( ), \ 0kh C A∈  。如果这样的 k 不存在，我们设 ( )0 Aγ = +∞ 。如果 A = ∅，

那么 ( )0 0Aγ = 。如果， NΩ ⊂  是一个开集，并且是有界对称的， 0∈Ω，那么 ( )0 Nγ ∂Ω = 。 

引理 5.2. [15]设 χ 是实值巴拿赫空间。假设 II 是完全对称的 1,1C 流形， { }\ 0M χ⊂ 上的一个偶 1C 泛

函，并且 II 满足(PS)条件，在 M 上是有下界的。设 

( ) ( ){ }0 0sup :M K K Mγ γ= ⊂ ≤ ∞ , 

其中， K M⊂ 是紧的，并且是对称的。那么 II 在 M 上至少有 ( )0 Mγ 对临界点。 

定理 1.3 的证明给定 0σ > ，考虑泛函 1 MJ
σ
，其中， 1J 由(21)给出。我们有 

( ) ( )
2 2

2 2
1

1 d d 0
2

J u u V x u x y
 

= ∇ + ≥  
 
∫ ∫
 

. 

因此， ( )1J u 在 Mσ 上有下界。假设在 E 中， nu 弱收敛于 u，利用引理 2.2，和引理 2.3，我们有 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( )
2 2 2 2

2 21 1lim lim d d d d
4 4n n n nn n

F u u u x G u x u u x G u x F uθ θ
→∞ →∞

= + = + =∫ ∫ ∫ ∫
   

, 

因此， Mσ 在 E 中弱闭。 
下面，我们证明 1 MJ

σ
满足(PS)条件。设序列{ }nu Mσ∈ ，使得 

(i) ( ){ }1 nJ u 有界； 

(ii) 当 n →∞时， ( )1 0nMJ u
σ

′ → ， 
其中， 1 MJ

σ
′ 表示 1J 限制在 Mσ 上的导数，那么利用文 [16]中拉格朗日乘子定理，文 [17]中

Bolzano-Weierstrass 定理，存在子序列{ }nu ，仍定义为{ }nu ，序列{ }nβ ⊂ ，d ⊂ ，使得对任意的 v E∈ ， 

( )( ) [ ] ( )
2 2 2

d d d 0n n n n n nu v V x u v x u u v x g u v xβ θ
 

∇ ∇ + − + →  
 

∫ ∫ ∫
  

               (26) 

并且当 n →∞时，有 

( ) ( )
2 2

2 2
1 dn n nJ u u V x u x d

 
= ∇ + →  

 
∫ ∫
 

.                         (27) 

由(27)可得，{ }nu 在 E 中有界。在(26)中，取 nv u= ，可得 

( )( ) [ ] ( )
2 2 2

2 2 2d d d 0,   n n n n n n nu V x u x u u v x g u u x nβ θ
 

∇ + − + → →∞  
 

∫ ∫ ∫
  

           (28) 

由引理 2.1， [ ]nuθ 在 ( )1 2H  中有界，且{ }nu Mσ∈ 。记对任意的 1n ≥ ，由引理 2.4，则 

( ) ( )0 4 n n nG u g u u< ≤ 。因此 

[ ] ( ) [ ] ( )
2 2 2 2

2 2d d d 4 d 4 0n n n n n n nu u x g u u x u u x G u xθ θ σ+ ≥ + = >∫ ∫ ∫ ∫
   

              (29) 
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由(27)~(29)可得，{ }nβ 是收敛的，并且 

0 lim
4nn

dβ β
σ→∞

< = ≤ . 

因为{ }nu 在E中有界，我们可以假设在E中， nu 弱收敛于 u，由引理 2.2得，在 ( )1 2H  中 [ ] [ ]nu uθ θ→ 。

若 0u = ，那么我们有 [ ] ( )
2 2

2 d d 0n n nu u x G u xσ θ< + =∫ ∫
 

，这与 0σ > 矛盾。因此 0u ≠ 。在(26)中，设

nv u u= − ，我们有 

( ) ( ) ( )( ) [ ] ( ) ( ) ( )
2 2 2

d d d 0n n n n n n n n n nu u u V x u u u x u u u u x g u u u xβ θ
 

∇ ∇ − + − − − + − →  
 

∫ ∫ ∫
  

    (30) 

利用在 ( ) ( )2 2pL p ≥ 中， nu 强收敛于 u，和定理 1.2 证明类似，由(30)可得，在 E 中， nu u→ 。 

下面，我们证明 ( )0 Mσγ = ∞ 。考虑序列{ }mH E⊂ ，其中 mH 是 E 的子空间，并且维数等于 m。设

m mK H Mσ=  。我们断言 mK 是有界的。否则，存在序列 { }n mu K⊂ ，使得 n Eu →∞。现在考虑序列

{ } n
n

n E

u
w

u
= ，因为 ( )1 1n Ew n= ≥ ，通过取子列，仍记为{ }nw ，使得在 E 中， nw 弱收敛于 w。 

由引理 2.2 可得 [ ] [ ]
2 2

2 2d dn nw w x w w xθ θ=∫ ∫
 

，注意到 [ ]
2

20 dn nu u xθ σ< <∫


，在该方程的等号两边同

时除以
4

n Eu ，并且令 n →∞，就有 [ ]
2

2 d 0w w xθ =∫


。 

因此，在 2
 上有 0w = ，并且 mK 是有限维的， nw 弱收敛于 w 与 nw 强收敛于 w 等价，即与 1Ew = 矛

盾。因此， mK 有界。 

设 1mS − 是 mH 中的单位群。定义映射 1: m
mS Kη − → ， ( ) ( )*u u uη λ= ，其中 ( )* u uλ 是直线{ }| 0uλ λ >

与 Mσ 相交的唯一相交的点。因为 Mσ 是维数为 1 的非空流形，η在 1mS − 上有定义。因此，η是奇连续映

射。由[15]的命题 5.2，我们有 ( )1
0

mS mγ − = 。因此可得 ( )0 mK mγ ≥ 。由 m mK H M Mσ σ= ⊂ ，可得

( ) ( )0 0 mM K mσγ γ≥ ≥ 。因为 m 是任意的，我们有 ( )0 Mσγ = ∞ 。 

因此，由引理 5.2， 1 MJ
σ
在 Mσ 上有无穷多个临界点。利用拉格朗日乘子定理，设序列{ }nu Mσ⊂ ，

使得 ( )1 nJ u 是有界的，{ }nγ
+⊂  ，使得对任意的 v E∈ ，都有： 

( )( ) [ ] ( )
2 2 2

d d d 0n n n n n nu v V x u v x u u v x g u v xγ θ
 

∇ ∇ + − + =  
 

∫ ∫ ∫
  

, 

定理 1.3 得证。 

6. 结论 

本文研究了一类液晶系统基态解以及无穷多解的存在性，通过对 ( )V x 和 ( )g u 做出一些适当的假设，

证明了能量泛函在 Nehari 流形上存在一个极小化序列，从而证明基态解的存在性。最后又利用山路定理

和亏格理论证明了非平凡解以及无穷多解的存在性。在证明非平凡解的存在性时，对于 ( )g u 的假设可保

证 0c c= 。上述的这些结论推广和完善了文[6]和文[7]中的研究成果。 
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