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摘  要 

本文借助平面动力系统分支理论和符号计算方法研究了(1 + 1)-维的Benjiamin Ono方程。首先经过行波

变换得到二维的平面行波系统，借助Maple软件的符号计算得到了分岔的参数条件，同时给出了所有的

分岔相图。利用平面行波系统的首次积分，把行波系统的求解转化为椭圆积分。然后讨论了在不同参数

条件下所有精确解的解析表达式，包括周期波解、孤立波解，同时也给出了这些解的平面图像，通过图

像可以很好的揭示其动力学行为。 
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Abstract 
In the paper, the (1+1)-dimensional Benjiamin Ono equation is studied by means of bifurcation 
theory and method of plane dynamical systems. Firstly, the traveling wave system are obtained 
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by traveling wave transformation. The parameter conditions of the bifurcation are obtained by 
the symbolic calculation of Maple software, and all the phase diagrams of the bifurcation are 
given. By using the first integral of a plane traveling wave system, the solution of the traveling 
wave system is transformed into an elliptic integral. Then, the analytical expressions of all the 
exact solutions under different parameters are discussed, including periodic wave solutions and 
solitary wave solutions. At the same time, the plane images of these solutions are given, which 
can reveal their dynamic behaviors well. 
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1. 引言 

非线性发展方程在众多学科的发展中起着十分重要的作用，在海洋、物理、数学以及工程领域的众

多分支领域中，如海洋内波、非线性光学、流体力学、凝聚态物理、光纤通信等，非线性发展方程的很

多理论被广泛的应用。国内外众多的学者在非线性发展方程的精确解，解的存在性，稳定性，分歧等方

面取得了很多成果。例如文献[1] [2]分别讨论了 Fisher 方程的稳定性和动态分歧，精确解。文献[3]研究

了 Fisher-KPP 方程的精确波前解。文献[4]则研究了时滞 Fisher-KPP 方程的行波解及其分岔。文献[5]借助

修正的变分迭代方法研究了广义的 Fisher 方程。文献[6] [7]研究了非线性扩散的 KPP 方程的动力学性质。

文献[8] [9]研究了 KPP 方程的动力学行为，其中[8]中研究了具有缓慢衰减初始条件的 KPP 方程的快速传

播，[9]中解释了 KPP 方程解的渐近性行为。文献[10]利用改进的辅助方程法，分别获得(1 + 1)维 Benjiamin 
Ono 方程，Phi-4 方程，(3 + 1)维 YTSF 方程，foam drainage 方程的精确解。文献[11] [12] [13]中研究了(1 
+ 1)-维的 Benjiamin Ono 方程的精确解，得到了一些不错的结果。本文将借助李继彬教授发展的平面动力

系统分岔方法[14] [15]研究(1 + 1)-维的 Benjiamin Ono 方程，得到其行波解的相图、分岔的参数条件以及

在不同参数条件下，得到了所有行波解的参数表达式，给出其解轨线的图像。这些结论将可以很好的补

充现有的研究成果，帮助我们更好的理解(1 + 1)-维的 Benjiamin Ono 方程。 

2. (1 + 1)-维的 Benjiamin Ono 方程的行波解分岔 

2.1. (1 + 1)-维的 Benjiamin Ono 方程的相图、分岔 

(1 + 1)-维的 Benjiamin Ono 方程，在物理学中起着非常重要的作用，其一般形式如下 

( )2 0.tt xxxxxx
u u uα β+ + =                                 (1) 

引入如下行波变换 

( ) ( ) ( ), , ,u x t x ct x ctφ φ ξ ξ= − = = −                           (2) 

其中 c 表示行波的波速，且不妨假设 0, 0α β≠ ≠ 。代入(2)式到(1)式中得到二阶的常微分方程： 

( ) ( )( ) ( ) ( )42 2 0.c φ ξ α φ ξ βφ ξ′′′′ + + =                            (3) 
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等式(3)左右两边关于变量ξ 积分两次，得到： 

( ) ( ) ( )2 2 0.c φ ξ αφ ξ βφ ξ′′+ + =                              (4) 

引入 ( ) yφ ξ′ = ，代入(4)式得到如下的平面行波系统： 

2
2

d ,
d
d .
d

y

y c

φ
ξ

α φ φ
ξ β β

 =

 = − −

                                  (5) 

行波系统(5)有如下首次积分： 

( )
2

2 3 21 1 1, ,
2 3 2

cH y y hαφ φ φ
β β

= + + =                            (6) 

其中 h 是哈密尔顿能量常数。行波系统(5)有两个平衡点 ( )
2

0,0 , ,0c
α

 
− 
 

。现记 

( )
2 6

0 1 20,0 0, ,0 .
6

c ch H h H
α α β

 
= = = − = 

 
 

显然，容易知道： 

(1) 当 0β > 时， 1 0h > ，此时平衡点
2

,0c
α

 
− 
 

是鞍点，是不稳定的。 

(2) 当 0β < 时， 1 0h < ，此时平衡点
2

,0c
α

 
− 
 

是中心，是稳定的。 

根据微分方程分岔理论和方法，可得平面行波系统(5)的分岔及相图如图 1~6 所示。 
 

 
Figure 1. 0, 0α β> >  
图 1. 0, 0α β> >  

https://doi.org/10.12677/aam.2022.1111795


杨德牛 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1111795 7506 应用数学进展 
 

 
Figure 2. 0, 0α β< >  
图 2. 0, 0α β< >  

 

 
Figure 3. 0, 0α β> <  
图3. 0, 0α β> <  

 

 
Figure 4. 0, 0α β< <  
图 4. 0, 0α β< <  
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Figure 5. 0, 0cαβ > =  
图5. 0, 0cαβ > =  

 

 
Figure 6. 0, 0cαβ < =  
图 6. 0, 0cαβ < =  

 
从图1~6可知： 

(1) 当 0β > 时，平衡点
2

,0c
α

 
− 
 

是鞍点，平衡点 ( )0,0 是中心。 

(2) 当 0β < 时，平衡点
2

,0c
α

 
− 
 

是中心，平衡点 ( )0,0 是鞍点。 

(3) 当 0c = 时，行波系统(5)不存在有界行波解，所有的解都是奇异的，不具有物理学意义。 

2.2. (1 + 1)-维 Benjiamin Ono 方程的精确行波解 

由系统(5)的平面相图可以看出，围绕中心平衡点有一簇周期轨道，对应于方程(3)的周期波解。在鞍

点处有一条同宿轨道，对应于方程(3)的孤立波解。 
(i) 当 0, 0α β> > 时，对应于相图1。 
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(1) ( ) 1,H y hφ = 定义的是系统(5)的同宿轨线，此时 

23 2 2 6 2 2
2

2

2 2 .
3 3 23

c c c cy αφ φ α φ φ
β β β α αα β

   
= − − + = + −   

   
                     (7) 

代入(7)式到系统(5)的第一式中，得到： 
2

2
2 2

2 1 d .
3

2 2

c

s
c cs s

α
φ

α ξ
β

α α

=
 

+ − 
 

∫                              (8) 

计算(8)式，得到孤立波解，取值 1
11,
6

c hα β= = = = ，孤立波如图 7 所示。 

( )
2

23 tanh 1
2 2
c c

a
ξ αφ ξ

α β

 
= − −   

.                           (9) 

 

 
Figure 7. The solitary solution of Eq. (9) 
图 7. 孤立波解式(9) 

 
(2) 当 ( ) 1, , 0H y h h hφ = < < 时，此时定义的是系统(5)的一簇周期轨线，对应与系统(5)的周期波解，

此时可得 

( )( )( )
3 2 2

2
1 2 3 3 2 1

2 22 , 0 .
3 3

cy h r r r r r rαφ φ α φ φ φ
β β β

= − − = − − − < < <                (10) 

代入(10)到系统(5)的第一式得到： 

( )( )( )1 2 3

2 1 d .
3 r r r
αξ φ
β φ φ φ

=
− − −

∫                           (11) 

计算(11)式得到周期波解： 

( ) ( ) 1 32 1 2
1 1 2

1 3

, ,
6

r r r rr r r sn
r r

α
φ ξ ξ

β

 − − = − −
 − 

                     (12) 
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其中 ( ),sn ⋅ ⋅ 是第一类的椭圆积分。取值
11,

10
c hα β= = = = ，周期波如图 8 所示。 

 

 
Figure 8. The periodic solution of Eq. (12) 
图 8. 周期波解式(12) 

 
(ii) 当 0, 0α β< > 时，对应于相图2。此时的相图跟(i)类似，只是开口方向相反。详细的计算过程

在此就不再赘述，直接给出结论。 
(1) 当 ( ) 1,H y hφ = 定义的是系统(5)的同宿轨线，对应于方程(3)的孤立波解，如下： 

( )
2

21 3 tanh .
2 2
c c

a
ξ αφ ξ

α β

 
= −   

                           (13) 

取值 1, 1cα β= − = = ，孤立波如图 9 所示。 
 

 
Figure 9. The solitary solution of Eq. (13) 
图9. 孤立波解式(13) 

 
(2) 围绕中心 ( )0,0 的是一簇周期轨道，对应于方程(3)的周期波解，其精确解是式(12)，此时

3 2 10r r r< < < 。 
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(iii) 当 0, 0α β> < 时，对应于相图3。 
(1) 当 ( ) 0, 0H y hφ = = 时，定义的是系统(5)的同宿轨道，此时 

2
2 22 3 .

3 2
cy α φ φ

β α
 

= − + 
 

                                (14) 

代入式(14)到系统(5)中第一式，得到 

23 2
2

2 1 d .
3 3

2

c
s

cs s

φ

α

α ξ
β

α
−

− = −

+
∫                              (15) 

由式(15)得到系统(5)的孤立波解如下： 

( )
2

23 tanh 1 .
2 2
c cφ ξ ξ
α β

  
= −   −   

                           (16) 

取值 1
11, 1,

10
c hα β= = = − = − ，得到孤立波解的图像如图 10 所示。 

 

 
Figure 10. The solitary solution of Eq. (16) 
图 10. 孤立波解式(16) 

 

(2) 当 ( ) 1, , 0H y h h hφ = < < 时，定义的是系统(5)围绕中心平衡点
2

,0c
α

 
− 
 

一簇周期轨线，对应于

系统(5)的一簇周期闭轨。计算可得其精确解如下： 

( ) ( )
( )1 32 1 2

1 1 2
1 3

, ,
6

r r r rr r r sn
r r

α
φ ξ ξ

β

 − − = − −
 −− 

                      (17) 

其中 1 2 3, ,r r r 是方程
2

3 21 1
3 2

c hα φ φ
β β

+ = 的解，且满足 3 2 10r r r< < < 。 

(iv) 0, 0α β< < 。平衡点 ( )0,0 是鞍点，平衡点
2

,0c
α

 
− 
 

是中心。过鞍点 ( )0,0 的同宿轨表达式为式

(16)，对应于系统(5)的孤立波解。系统(5)围绕中心平衡点的一簇周期轨对应的周期波解为式(12)，且
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3 2 10r r r< < < 。 

3. 结论 

应用发展的动力系统分支方法，本文得到了(1 + 1)-维Benjiamin Ono方程在不同参数条件下所有行波

解的精确表达式，文中由式(9)，(12)，(13)，(16)，(17)分别给出，由这些公式可见，方程(3)存在孤立波

解、周期波解。 
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