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摘  要 

本文研究稀疏加组稀疏优化问题的非凸松弛模型，其中惩罚项既含有稀疏惩罚，又含有组稀疏惩罚，对

稀疏惩罚和组稀疏惩罚均采用折叠凹惩罚函数进行连续松弛，得到复合非光滑非凸优化模型。为刻画此

模型的最优性条件，给出了其方向导数刻画和方向稳定点，分析了方向稳定点的特征及其局部最优性质。
为计算模型的方向稳定点，构造了模型的光滑化逼近问题，并证明了光滑化问题的一阶稳定点收敛于模

型的方向稳定点，为使用光滑方法计算模型的方向稳定点提供了理论保证。 
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Abstract 
In this paper, we study the nonconvex relaxation model for the sparse plus group sparse optimiza-
tion problem, in which the penalty term contains both sparse penalty and group sparse penalty. As 
continuous relaxations, the folded concave penalty functions are used to relax both sparse penalty 
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and group sparse penalty, which results the compound nonsmooth and nonconvex optimization 
model. In order to characterize the optimality of the nonconvex relaxation problem, the direction-
al derivative and the directional stationary point are introduced, and then the characteristics of 
the directional stationary points and its local optimality are analyzed. To calculate the directional 
stationary points of the relaxation model, the smoothing approximation problem is constructed, 
and it is proved that the stationary points of the smoothing problem converge to the directional 
stationary point of the relaxation problem, which provides a theoretical guarantee for the calcula-
tion of the directional stationary point of the relaxation problem by using the smooth methods. 
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1. 引言 

稀疏性是自然界中普遍存在的一种性质，利用该性质能够实现对信息的充分压缩，从而减少所需储

存空间和信息的传输量，或是从海量的信息中过滤噪声影响提炼有效信息，随着大数据时代的到来，稀

疏优化在压缩感知、变量选择、图像恢复等领域引起了广泛的关注，这些问题的主要目的是寻求欠定线

性或非线性方程组的最稀疏解。 
通常的稀疏性是对向量的每个分量而言的，而组稀疏是把向量的分量进行分组再考查各组是否整体

为零，它体现为向量中非零分量或零分量会集中出现在某几个区域。组稀疏优化是一类具有分组结构的

稀疏优化问题，利用变量之间结构关系的先验信息对变量进行分组分块，进而提高结果的可解释性和预

测性能。对于一个 n 维变量 nx∈ ，我们可以利用先验信息将 x 分成 K 组： ( ) ( )( )1 , , n
Kx x x= ∈ 


  ，其

中 ( ) ( ) ( )( )1, , j

j

n
j j j nx x x= ∈ 


表示 x 的第 j 个分组， ( )j ix ∈表示 ( )jx 的第 i 个元素，第 j 组中分量的个数

为 jn ，
1

k
jj n n

=
=∑ 。近年来，组稀疏结构在机器学习、信号图像处理、数理统计、模式识别、生物信息

学等领域引起了广泛的关注[1] [2] [3] [4] [5]。 
在应用中，有时真实信号/数据不仅具有稀疏结构，同时也具有组稀疏结构，这就需要考虑如下稀疏

加组稀疏优化问题： 

( ) ( ) 1 20 2,0min :
nx

f x x x xλ λ
∈

= + +


                               (1) 

其中 1 2, 0λ λ > ， : n →  连续可微， ( ) ( ){ }0 : # : 0, 1, , ; 1, , jj i j ix x x j K i n= ≠ = == 
{x 中非零分量的个

数}，而 ( ) ( ){ }2,0 : # : 0, 1, ,j jx x x j K≠ = ==  {x 中非零组的个数}。 

正则项中 0 -范数与 2,0
-范数的存在使得上述稀疏加组稀疏优化问题本质上是一类非凸、非光滑、非

Lipschitz，甚至是不连续的 NP 难问题[4] [6]。一种常见的处理方法是研究其松弛模型。 1 -范数是 0 -范
数最常用的凸松弛，受到很多研究，人们提出了许多求解大规模 1 正则问题的高效算法[7] [8] [9]。但 1 -
松弛容易导致过度松弛而产生有偏估计，模型的解也不具备 orcale 性质[10] [11] [12]。Fan 和 Li [11] [12]
提出了一种折叠凹惩罚，并证明了该非凸优化能够得到具有无偏性和 orcale 性质的解。随后研究者们给
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出了一系列连续的非凸惩罚函数，包括对数罚[11]、SCAD 罚(Smoothly Clipped Absolute Deviation Penalty) 
[11]、MCP (Minimax Concave Penalty) [13]、Capped- 1 罚[14] [15]、分数罚[16]、硬阈值罚(HTP) [17] [18]
和桥罚[19]等。 

对稀疏加组稀疏优化问题(1)，本文考虑以下松弛模型： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

1 1 2 2
R 1 1

1 1 2 2
1 1

min :

               ,

n

j

n K

i j
x i j

nK

j i j
j i

f x x x x

x x x

λ ϕ λ ϕ

λϕ λ ϕ

∈ = =

= =

= + +

 
= + + 

  

∑ ∑

∑ ∑




                      (2) 

其中 1 2, 0λ λ > ， ( ): 1, 2R Rϕ + +→ =


 为满足以下条件的折叠凹罚函数： 
ϕ


是局部 Lipschitz 连续的，在 [ )0,∞ 上单调不减，且 ( ) ( )0 : 0 0ϕ ϕ′ ′= + >
 

； 

( )0 0ϕ =


，且当 0t > 时， ( ) 0tϕ >


。 
本文结构如下，在第二节中，我们介绍方向稳定点和局部最优性质，并给出上述松弛模型的方向导

数的表达式和方向稳定点的特征；第三节对松弛模型构造光滑化逼近函数，并给出了光滑化问题的一阶

稳定点的刻画及性质；第四节研究光滑化问题一阶稳定点与松弛问题的方向稳定点的一致性，为使用光

滑化方法求解松弛模型提供理论保证。 
符号标记： ( ) { } ( ){ }: 1, , : 0jx j K x= ∈ ≠ 表示 x 中非零分组的下标， ( ) { } ( ){ }: 1, , : 0j j j ix i n x= ∈ ≠

表示 x 的第 j 组中非零元素的下标， ( )j x 表示第 j 组中非零元素的个数， ( )j xx 表示第 j 组中所有非零 

元素按原来的顺序组成的向量， ( ) ( ) { } ( ){ }: 0, 1, , ,n
jj ix d d j K i x= ∈ = ∀ = ∉   ， ( ) ( ) ( )

( )
j i

j i

x
x

x
∂

∇ =
∂


 ，

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )1

, ,
j

j
j j j n

x x x
x

x x x

 ∂ ∂ ∂
 ∇ = =
 ∂ ∂ ∂ 





  
 。 

2. 问题(2)的方向稳定点 

2.1. 方向稳定点的局部最优性 

首先，我们介绍方向稳定点的定义[20] [21] [22] [23]。 
定义 2.1 (方向稳定点)设 : nf → 在给定点 * nx ∈ 处方向可微，若 nd∀ ∈ ，f 的方向导数 

( ) ( ) ( )* *
*

0
; lim 0,

t

f x td f x
f x d

t↓

+ −
′ = ≥  

则称 *x 为 f 的一个方向稳定点。 
注意到，若 f 在 *x 处可微，则 ( )* 0f x∇ = ，进而 ( ) ( )* *; , 0, nf x d f x d d′ = ∇ = ∀ ∈ 。 
为了方便表示，记 ( )m x x= ，则任意 , nx d ∈ ， ( )m x 的方向导数为： 

( )
, 0

; .,
, 0

d x
m x d x d

x
x

 =
′ =  ≠


                               (3) 

特别的，当 1n = 时， ( )m x x x= = ，因此 

( )
, 0

; .
, 0

d x
m x d xd x

x

 =
′ =  ≠


                                 (4) 
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文献[24]中指出，方向稳定点有以下局部最优性质。 
引理 2.1 (方向稳定点的局部最优性)设 : nf → 在 nx∈ 上是局部 Lipschitz 连续且方向可微的，

则有下列结论： 
(i) 如果 x̂ 是 f 的局部极小点，则 x̂ 也是 f 的方向稳定点。 
(ii) f 在 x̂ 满足一阶增长性条件，即存在 x̂ 的一个邻域 和 0δ > ，使得 

( ) ( )ˆ ˆ , ,f x f x x x xδ≥ + − ∀ ∈  

等价于在 x̂ 满足 

( ) { }ˆ; 0, \ 0 .nf x d d′ > ∀ ∈  

2.2. 方向稳定点的特征 

在本小节中，我们给出了问题(2)方向导数的计算公式和方向稳定点的特征。 
前述折叠凹惩罚函数大多可以写成凸差(Difference-of-Convex)形式[20]，即两个凸函数的差。我们的

分析基于惩罚函数的凸差表示。因此，引进以下假设。 
假设 2.1 罚函数 ( ): , 1, 2ϕ + +→ =



   具有凸差形式： ( ) ( ) ( )t g t h tϕ −
  

 ，其中 

( ) ( ){ }1max vv vh t h t
≤ ≤



 

 ， ( ), 1vg h v v≤ ≤
  

在 ( )0,t∈ ∞ 上都是可微凸函数，且满足： 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 : 0 , 0 0 1 .v vg g h h v v′ ′ ′ ′= + = + ≤ ≤
    

 

在假设 2.1 下，问题(2)可以改写成以下形式： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 2 2 2
1 1 1

min : .
j

n

nK K

j i j i j j
x j i j

f x x g x h x g x h xλ λ
∈ = = =

 
 

   = + − + −     
∑∑ ∑



        (5) 

定理 2.1 若假设 2.1 成立，问题(2)的方向导数有以下计算公式： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1 1
1 1

2 2 2
1

; : , max ;

                 max ; ,

j

j i
j i j i

j
j j

nK

vj i j i j i j i
v xj i

K

vj j j j
v xj

f x d x d g x h x m x d

g x h x m x d

λ

λ

∈= =

∈=

 
′′ = ∇ + − ′ ′ 

  
 
′ ′+ − ′ 

  

∑∑

∑







        (6) 

其中 ( )( ) { } ( )( ) ( )( ){ }1,2, , : vj i j i j ix v v h x h x= ∈ =


 

 ， ( )( ) { } ( )( ) ( )( ){ }1, 2, , : vj j jx v v h x h x= ∈ =


 



( )1,2= 。 

证明. [24] (定理 2.3)中给出了组稀疏惩罚问题折叠凹松弛模型的方向导数的表达式，在该表达式基础上，

加上稀疏惩罚项折叠凹松弛的方向导数表达式即可，而后者可以通过方向导数的定义直接计算得到。  
下面引理说明，在问题(2)的任意方向稳定点 x̂ 处，对应于 x̂ 的非零元素的支撑集上损失函数的梯

度值可以用 ( ), 1, 2vg h =
 

 的导数刻画，而对应于 x̂ 的非零组中元素的位置上，  的梯度值受到

( ) ( )0 , 0vg h
 

的控制。 
引理 2.2 假设 2.1 成立，ˆ nx∈ 是问题(2)的一个方向稳定点，则可以得到以下结论： ( ) ( )( )ˆj jv x∀ ∈ ，

( ) ( )( )ˆj i j iv x∈ ， 
(i) ( ) ( )ˆ ˆ, jj x i x∀ ∈ ∈   

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

1 1 2 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ .

ˆ ˆ
j i jv vj i j i j j

j i j i
j i j

g x h x g x h x
x x

x x
λ λ
   ′ ′ ′ ′− −      ∇ = +  
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特别的，当 1v = 时， ( ) ( )ˆ ˆ, jj x i x∀ ∈ ∈   

( ) ( ) ( )
( )( )

( )

( )( )
( )

1 2

1 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ .

ˆ ˆ

j i j

j i j i
j i j

x x
x x

x x

ϕ ϕ
λ λ

′ ′
∇ = +  

(ii) 任取 ( )ˆj x∈ ，满足{ } ( )ˆ1, , \j jn x ≠ ∅   (相当于 ( )ˆj jx n< 或 ( ) ( )ˆj x jx x≠ )，则 

( ) ( ) ( )
( )

( ) { } ( )1 1 1ˆ ˆ0 0 ,  1, , \ ,
j iv j jj i x g h i n xλ  ′∇ ≤ − ′ ∀ ∈

 
   

进而 

{ } ( ) ( ) ( ) { } ( ) ( )
( )

( )1 1 1ˆ ˆ1, , \ 1, , \
ˆ 0 0 .

j ij j j j vj ii n x i n x
x g hλ

∈ ∈
 ′ ′∇ ≤ − 

∑ ∑
  

  

特别的，当 ( )1 1,2v = =


 时， ( )ˆj x∀ ∈ ，若{ } ( )ˆ1, , \j jn x ≠ ∅  ，则 

( ) ( ) ( ) { } ( )1 1ˆ ˆ0 ,  1, , \ ,j jj i x i n xλϕ′∇ ≤ ∀ ∈                           (7) 

进而 

{ } ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1ˆ1, , \
ˆ ˆ 0 .

j j j jj ii n x
x n I xλ ϕ

∈
′∇ ≤ −∑

 
  

证明. (i) 根据定理 2.1， nd∀ ∈ ， ( ) ( )( )ˆj jv x∈ ， ( ) ( )( )ˆj i j iv x∈ ，可以得到： 

( )

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

1 1 1
ˆ1 1

2 2 2
ˆ1

1 1 1
1 1

2 2 2

ˆ0 ;

ˆ ˆ ˆ ˆ, max ;

ˆ ˆ ˆ max ;

ˆ ˆ ˆ ˆ, ;

ˆ ˆ 

j

j i
j i j i

j
j j

j

j i

j

nK

vj i j i j i j i
v xj i

K

vj j j j
v xj

nK

vj i j i j i j i
j i

vj

f x d

x d g x h x m x d

g x h x m x d

x d g x h x m x d

g x h x

λ

λ

λ

λ

∈= =

∈=

= =

′≤
 
′ ′ ′= ∇ + − 

  
 
′ ′ ′+ − 

  

 ′ ′ ′≤ ∇ + −  

′ ′+ −

∑∑

∑

∑∑









( )( ) ( ) ( )( )
1

ˆ ; .
K

j j j
j

m x d
=

  ′  ∑               (8)

 

特别地，任取 ( )ˆd x∈ ，则根据(3)和(4)知 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

ˆ0, 0ˆ0, 0

ˆˆ ˆ; ,  ; .ˆ ,
ˆ, 0 ˆ, 0

ˆ ˆ

j jj i j i

j i j ij i j i j j j j
j i j

j i j

d xd x

x dm x d m x d x d
x x

x x

 = == =  ′ ′= = 
≠ ≠ 

  

            (9) 

因此，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }
( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

1 1 1
1 1

2 2 2
1

1 1 1
ˆ ˆ

2 2 2
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ0 ;

ˆ ˆ ˆ ;

ˆ
ˆ ˆ ˆ

ˆ

ˆ
ˆ ˆ 

j

j i

j

j i
j

j

nK

vj i j i j i j i j i j i
j i

K

vj j j j
j

j i j i
vj i j i j i j i

j x i x j i

vj j
j x

x d g x h x m x d

g x h x m x d

x d
x d g x h x

x

g x h x

λ

λ

λ

λ

= =

=

∈ ∈

∈

′ ′ ′≤ ∇ + −

 ′ ′ ′+ −  

′ ′= ∇ + −

′ ′

 
  

 
       

 
 

+ −


∑∑

∑

∑ ∑

∑

 







( ) ( )

( )

,

ˆ
j j

j

x d

x
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( )
( )( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )( )( )

ˆ ˆ

1 1 1 2 2 2

( )
ˆ ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ  

ˆ ˆ

j

j i j

j

j i j i
j x i x

v vj i j i j j

j i
j x i x j i j

d x

g x h x g x h x
x

x x

λ λ

∈ ∈

∈ ∈

    
        
 


= ∇

′ ′ ′ ′− −
+ +




∑ ∑

∑ ∑

 

 



 

根据 ( )ˆd x∈ 的任意性，可得 ( ) ( )ˆ ˆ, jj x i x∀ ∈ ∈   

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

1 1 1 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ0 .

ˆ ˆ
j i jv vj i j i j j

j i j i
j i j

g x h x g x h x
x x

x x

λ λ  ′ ′ ′ ′− −
 
    = ∇ + + 

 






  

因此 ( ) ( )ˆ ˆ, jj x i x∀ ∈ ∈   

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

1 1 2 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ .

ˆ ˆ
j i jv vj i j i j j

j i j i
j i j

g x h x g x h x
x x

x x
λ λ
   ′ ′ ′ ′− −      ∇ = +  

当 1v = 时，可得 ( ) ( )ˆ ˆ, jj x i x∀ ∈ ∈   

( ) ( ) ( )
( )( )

( )

( )( )
( )

1 2

1 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ0 ,

ˆ ˆ

j i j

j i j i
j i j

x x
x x

x x

ϕ ϕ
λ λ
 ′ ′
 = ∇ + + 
  

                       (10) 

进而 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )

( )( )
( )

1 2

1 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ .

ˆ ˆ

j i j

j i j i
j i j

x x
x x

x x

ϕ ϕ
λ λ

′ ′
∇ = +  

(ii) 任取满足(2)中条件的 0j ， ( ) ( ) ( )( )0 0 0 01ˆ ˆ ˆ, ,
jj j j nx x x= 



和任意取定 { } ( )
0 00 ˆ1, , \j ji n x∈   ，定义 ,d d+ −

如下： 

( ) ( )
0 0 0 01, , 1, ,

,  ,
0, 0,j i j i

j j i i j j i i
d d+ −= = − = = 

= = 
 其 其它它

 

则有 ( ) ( )0 0
, 0j jx d ± = 且 ( ) 00,jd j j± = ∀ ≠ 。从而由(3)和(4)知 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

0 0

0 0 0 0 0 0 0

0

,
ˆ ˆ; 0,  ; 1.

j j

j j j i j i j i

j

x d
m x d m x d d

x

±

± ± ±′ = = ′ = =  

根据(8)，可得 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0

0 0 0 00

0 0 0 0

1 1 1

2 2 2

1 1 1

ˆ0 ;

ˆ ˆ ˆ ˆ ;

ˆ ˆ ˆ ;

ˆ 0 0 ,

j i

j

j i

vj i j i j i j i j i j i

vj j j j

vj i

f x d

x d g x h x m x d

g x h x m x d

x g h

λ

λ

λ

±

± ±

±

′≤

 ′ ′ ′≤ ∇ + −  
 ′ ′+ −  

 ′ ′≤ ±∇ + −  





 

因此 
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( ) ( ) ( )
( )

( )
0 0 0 0

1 1 1ˆ 0 0 .
j ivj i x g hλ  ′ ′∇ ≤ −  

  

进而 

{ } ( ) ( ) ( ) { } ( ) ( ) ( ) { } ( ) ( )
( )

( )
0 0 00 0 0 0 0 0

1 1 1ˆ ˆ ˆ1, , \ 1, , \ 1, , \
ˆ ˆ 0 0 .

j ij j j j j j
vj i j ii n x i n x i n x

x x g hλ
∈ ∈ ∈

 ′ ′∇ ≤ ∇ ≤ −  
∑ ∑ ∑

    
   

当 ( )1 1,2v = =


 时， ( )ˆj x∀ ∈ ，若{ } ( )ˆ1, , \j jn x ≠ ∅  ，则 

( ) ( ) ( )1 1ˆ 0 ,j i x λϕ′∇ ≤  

进而 

{ } ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1 1ˆ1, , \
ˆ ˆ ˆ0 0 0 .

j j j j j jj ii n x
x n I x g h n I xλ λ ϕ

∈
′ ′ ′∇ ≤ − − = −  ∑

 
  

结论得证。  
当 ( )1,2ϕ =



 是 ( )0,∞ 上两个可微凸函数的差(例如 SCAD 罚、MCP、Capped- 1 罚)时，下述推论给

出问题(2)的方向导数在其方向稳定点 x̂ 处更加简洁的表达式，以及当 ( )ˆ; 0f x d′ = 时，方向 d 的特征。 
推论 2.1 若假设 2.1 成立，且 ( ) ( ) ( )t g t h tϕ = −

  

，其中 ( ), 1, 2g h =
 

 是 ( )0,∞ 上的可微凸函数。若 x̂
是问题(2)的方向稳定点，则下述结论成立： 

(i) nd∀ ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )1 1 2 2
ˆ ˆ1

ˆ ˆ; 0 0 .
j

K

j i j i j i j
j i x j x

f x d x d d dλϕ λ ϕ
= ∉ ∉

 ′ ′′ = ∇ + + ∑ ∑ ∑
 

           (11) 

(ii) 若 ( )ˆj x∉ ，则下述不等式成立： 

( ) ( ) ( ) ( ) { }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1 1

2 2 1 1
1

ˆ 0 0 ,  1, , ,

ˆ0 0 0 ,  .
j

jj i

n
n

j j i j i j i
i

x i n

d x d d d

λ ϕ λϕ

λ ϕ λϕ
=

′ ′∇ ≤ + ∀ ∈

 ′ ′≤ + ∇ + ∀ ∈ ∑








 

(iii) 若 ( ) ( ) ( ) ( ) { } ( )1 1 ˆ ˆ ˆ0 , , 1, , \j jj i x j x i n xλϕ′ > ∇ ∀ ∈ ∀ ∈    ，则当方向 nd ∈ 满足 ( )ˆ; 0f x d′ = 时，

必有 

( ) ( ) { } ( )ˆ ˆ0,  ,  1, , \ .j jj id j x i n x= ∀ ∈ ∀ ∈    

(iv) 若 ( )2 0 0ϕ′ > ， ( ) ( ) ( ) ( ) { }1 1 ˆ ˆ0 , , 1, , jj i x j x i nλϕ′ > ∇ ∀ ∈ ∀ ∈   ，则当方向 nd ∈ 满足 ( )ˆ; 0f x d′ =

时，必有 

( ) ( )ˆ0,  .jd j x= ∀ ∉  

(v) 若 ( )2 0 0ϕ′ > ， ( ) ( ) ( ) { } ( )1 1 ˆ ˆ0 , 1, , , jj i x j K i xλϕ′ > ∇ ∀ ∈ ∈  ，则当方向 nd ∈ 满足 ( )ˆ; 0f x d′ = 时，

必有 ( ) ( )ˆ 0 0j i j ix d= ⇒ = . 

证明. (i) 因为 1v = ，根据(6)知： nd∀ ∈ ， 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1 1
1 1

2 2 2
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ; , ;

ˆ ˆ ˆ                ; .

jnK

j i j i j i j i
j i

K

j j j j
j

f x d x d g x h x m x d

g x h x m x d

λ

λ

= =

=

 ′ ′′ = ∇ + − ′  

 ′ ′+ − ′  

∑∑

∑


 

由(3)和(4)可得 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )

( )

1 1 1
ˆ ˆ

1 1 1 2 2 2
ˆ ˆ1

2 2 2
ˆ

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ; ,

ˆ

0 0 0 0

ˆ ,
ˆ ˆ

ˆ

j

j

j i j i
j i j i

j x i x j i

K

j i j
j i x j x

j j
j j

j x j

x d
x d x d g x h x

x

g h d g h d

x d
g x h x

x

f λ

λ λ

λ

∈ ∈

= ∉ ∉

∈

 ′ ′= ∇ + −  

′ ′ ′ ′+ − + −      

 ′ ′+ − 

′



∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

 

 





 

( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( )

( )

( )
( )( )

( ) ( ) ( )
( )( )

1 1

1
ˆ ˆ

1 1 1 2 2 2
ˆ ˆ1

2 2

2
ˆ ˆ

1

1
ˆ ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ

ˆ 0 0 0 0

ˆ ˆ
ˆ

ˆ

ˆ
ˆ ˆ

j

j

j

j

j i j i

j i j i j i
j x i x j i

K

j i j i j i j
j i x j x

j j

j i j i
j x i x j

j i

j i j i j i
j x i x

g x h x
d x x

x

x d g h d g h d

g x h x
x d

x

x
d x x

λ

λ λ

λ

ϕ
λ

∈ ∈

= ∉ ∉

∈ ∈

∈ ∈

 ′ ′− = ∇ + 
  

′ ′ ′ ′+ ∇ + − + −      

′ ′−
+

′
= ∇ +

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

 

 

 

 






( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 1 2 2
ˆ ˆ1

ˆ

ˆ ˆ

ˆ 0 0
j

j

j i j

K

j i j i j i j
j i x j x

x

x x

x d d d

ϕ
λ

λϕ λ ϕ
= ∉ ∉

  ′  +      

 ′ ′+ ∇ + + ∑ ∑ ∑
 



 

根据(10)，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )1 1 2 2
ˆ ˆ1

ˆ ˆ; 0 0 .
j

K

j i j i j i j
j i x j x

f x d x d d dλϕ λ ϕ
= ∉ ∉

 ′ ′′ = ∇ + + ∑ ∑ ∑
 


 

(ii) 根据等式(11)， nd∀ ∈ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
ˆ ˆ

2 2 1 1
ˆ 1

ˆ ˆ; 0

ˆ               0 0 .

j

j

j i j i j i
j x i x

n

j j i j i j i
j x i

f x d x d d

d x d d

λϕ

λ ϕ λϕ

∈ ∉

∉ =

 ′′ = ∇ + 

   ′ ′+ + ∇ +    

∑ ∑

∑ ∑

 






             (12) 

任取 ( )0 ˆj x∉ ，任取 { }00 1, , ji n∈ 
，定义 0d 如下： 

( )
( ) ( )

0 0 0 00
ˆ , ,

.
0,

j i
j i

x j j i i
d

−∇ = == 
 其它


 

注意到 x̂ 是问题(2)的方向稳定点，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0
2 2 1 1

2 2 1 1

ˆ ˆ0 ; 0 0

ˆ ˆ0 0 .

j j i j i j i

j i j i

f x d d x d d

x x

λ ϕ λϕ

λ ϕ λϕ

′ ′ ′≤ = +∇ +

 ′ ′= ∇ − ∇ + 



 
 

再根据 0 0,j i 的任意性，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }2 2 1 1ˆ ˆ0 0 ,  , 1, , .jj i x j x i nλ ϕ λϕ′ ′∇ ≤ + ∀ ∉ ∀ ∈    

任取 ( )ˆgj x∉ ，定义 gd 如下： 
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( )

,
.

0,
gj gg

j

d j j
d

== 
 其它

 

根据(12)，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1 1
1

2 2 1 1
1

ˆ ˆ0 ; 0 0

ˆ0 0 .

jg

g g g g

jg

g g g g

n
g g g g

j j i j i j i
i

n

j j i j i j i
i

f x d d x d d

d x d d

λ ϕ λϕ

λ ϕ λϕ

=

=

 ′ ′≤ ′ = + ∇ +  

 ′ ′= + ∇ +  

∑

∑





 

再由 gj 的任意性，，知 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 1
1

ˆ ˆ0 0 0 ,  ,  .
jn

n
j j i j i j i

i
d x d d j x dλ ϕ λϕ

=

 ′ ′≤ + ∇ + ∀ ∉ ∈ ∑    

(iii) 根据(12)知 

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
ˆ ˆ

2 2 1 1
ˆ 1

ˆ ˆ; 0

ˆ 0 0 .

j

j

j i j i
j x i x

n

j j i j i j i
j x i

f x d d x

d x d d

λϕ

λ ϕ λϕ

∈ ∉

∉ =

 ′′ ≥ − ∇ 

   ′ ′+ + ∇ +    

∑ ∑

∑ ∑

 






             (13) 

根据不等式(7)和推论 3.1 (ii)，知 

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( )1 1
ˆ ˆ

ˆ ˆ; 0 0.
j

j i j i
j x i x

f x d d xλϕ
∈ ∉

 ′′ ≥ − ∇ ≥ ∑ ∑
 

  

再由条件 ( )ˆ; 0f x d′ = ，得 

( )
( )( )

( ) ( ) ( )1 1
ˆ ˆ

ˆ0 0 .
j

j i j i
j x i x

d xλϕ
∈ ∉

 ′= − ∇ ∑ ∑
 

  

因 ( ) ( ) ( ) ( ) { } ( )1 1 ˆ ˆ ˆ0 , , 1, , \j jj i x j x i n xλϕ′ > ∇ ∀ ∈ ∀ ∈    ，故 

( ) ( ) { } ( )ˆ ˆ0,  ,  1, , \ .j jj id j x i n x= ∀ ∈ ∀ ∈    

(iv) 由(12)得 

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ 1

2 2
ˆ

ˆ ˆ ˆ; 0 0

               0 .

j

j

n

j i j i j i j i
j x i x j x i

j
j x

f x d d x d x

d

λϕ λϕ

λ ϕ

∈ ∉ ∉ =

∉

   ′ ′′ ≥ − ∇ + − ∇   

′+

∑ ∑ ∑ ∑

∑
  



 
 

根据不等式(7)以及条件 ( ) ( ) ( ) ( ) { }1 1 ˆ ˆ0 , , 1, , jj i x j x i nλϕ′ > ∇ ∀ ∉ ∀ ∈   ，知 

( )
( )

( ) ( )2 2
ˆ

ˆ; 0 0.j
j x

f x d dλ ϕ
∉

′′ ≥ ≥∑


 

再由条件 ( )ˆ; 0f x d′ = 和 ( )2 0 0ϕ′ > ，得 ( ) ( )ˆ0,jd j x= ∀ ∉ 。 
(v)综合(iii)和(iv)即得。  

3. 问题(2)的光滑化模型 

我们已知问题(2)的方向稳定点具有良好的局部最有性质，但考虑到正则项的非凸非光滑性质，直接

计算问题(2)的方向稳定点是困难的。在实际应用中，光滑逼近的方法广泛应用于科学计算和实验，例如

[24] [25] [26] [27]。因此本文探讨使用光滑化方法来计算非光滑问题(2)的方向稳定点。 
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首先构造其光滑化模型。考虑到光滑函数的复合函数仍然是光滑函数，可以通过分别将 ( )( )1, 2tϕ =




和 ( )m x 进行光滑化，得到连续可微的函数 ( )( )1, 2tµϕ =



 和 ( )m xµ ，再将它们重新复合，就得到了 ( )xϕ



的光滑逼近函数 ( )m xµ µϕ °


  。 
( )m x 的光滑化：取 ( ) 2 0m x xµ µ= + ≥ 作为 ( )m x x= 的参数为 µ 的光滑化函数，其中 ( )0,µ ∈ ∞ 。

显然 ( )m xµ 关于 x 二阶连续可微，关于 µ 单调递增。注意到， , nx d∀ ∈ ， ( );m x dµ′ 的方向导数和梯度为： 

( ) ( ) ( )
2

; , , .xm x d m x d m x
x

µ µ µ
µ

′ = ∇ ∇ =
+

                           (14) 

特别地，对 ( )j ix ∈，有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2
,  ,j i j i j i j im x x m x xµ µ= = +                          (15) 

( )( ) ( )

( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( )2 2
,  ; .j i j i j i

j i j i j i

j i j i

x x d
m x m x d

x x
µ µ

µ µ
′ ′= =

+ +
                    (16) 

容易验证， ( )m xµ 满足如下收敛性质： , nx d∀ ∈ ， 
(i) (光滑化函数的一致收敛性)： ( ) ( )

, 0
lim

x x
m x m xµµ′→ ↓

′ = ； 

(ii) (方向导数的一致收敛与弱一致收敛性)： 
在 0x ≠ 点， ( ) ( ) ( )

, 0
lim , , ;

x x
m x d m x d m x dµµ′→ ↓

∇ ′ = ∇ = ′ ； 

对 0x = 点， ( ) ( )0, 0limsup , 0;x m x d d m dµµ′→ ↓
′∇ = = ′ 。 

受 Peng 和 Chen [24]的启发，对于 ( )( )1,2tϕ =


 的光滑化函数，本文作出下述假设。 
假设 3.1 设 ( )( )1,2tϕ =



 的光滑化函数 ( )( )1, 2tµϕ =


 满足以下条件： 
(i) ( ) ( )

0,
lim

t s
t sµµ

ϕ ϕ
↓ →

=
 

 。 

(ii) 当 0s = 时， ( ) ( ) ( )
0, 0

limsup 0 0 0
t

tµ
µ

ϕ ϕ ϕ
↓ ↓

′ ′ ′= + = ≥
  

 ；当 0s ≠ 时， ( ) ( )
0,

lim
t s

t sµµ
ϕ ϕ

↓ →
′ ′=
 

 。 

需要强调的是，在许多情况下，满足假设 3.1 的光滑化函数是存在的，例如 Peng 和 Chen 在[24]中给

出了 MCP、SCAD、Capped- 1 三类典型罚函数的光滑化函数，并验证了它们满足假设 3.1。 
若光滑化函数 ( )( )1,2tϕ =



 满足假设 3.1，则可得问题(2)的光滑化模型： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 2
1 1

min : .
j

n

nK

j i j
x j i

f x x m x m xµ µ µ µ µλ ϕ λ ϕ
∈ = =

 
= + ° + ° 

  
∑ ∑





                    (17) 

基于其连续可微性，当 0µ > 时，对于任意方向 nd ∈ ， ( )f xµ
 的方向导数为： 

( ) ( ); , ,f x d f x dµ µ′ = ∇                                  (18) 

其中 

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1

1 1 1

2 (1) 11 1 1

2 1

2 1 1

1 1

1

1

.

K K

n n

k k K K

K n K n

m x m x

m x m x m x m x
f x x

m x m x m x m x

m x m x

µ µ µ

µ µ µ µ µ µ

µ

µ µ µ µ µ µ

µ µ µ

ϕ

ϕ ϕ

λ λ

ϕ ϕ

ϕ

 ′ ′°
 
 
  ′ ′ ′° ∇ °     ∇ = ∇ + +     ′ ′ ′ ° ∇ °   
 
 ′ ′ ° 

  



     



 

     



  

           (19) 
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问题(17)是光滑优化问题，其稳定点 ˆ Rnxµ ∈ 定义为使 ( )ˆ 0f xµ
µ∇ = 的点。 

以下定理给出了光滑化问题(17)稳定点的特征，即在其稳定点处损失函数的梯度值∇可以用对应的

惩罚函数 l mµ µϕ °  的值来刻画。 
定理 3.1 (光滑化问题稳定点的特征)记 x̂µ 为光滑化参数为 0µ > 时光滑化问题(17)的稳定点，则 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )

{ } { }1 2

1 22 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ,  1, , ,  1, , .

ˆˆ

j i j
jj i j i

jj i

m x m x
x x j K i n

xx

µ µ
µ µ µ µµ µ

µµ

ϕ ϕ
λ λ

µµ

′ ′° °
∇ = + ∀ ∈ ∀ ∈

++

  

   

证明. 因为 x̂µ 满足 ( )ˆ0 f xµ
µ= ∇ ，根据(14)和(19)，可得 

( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1

11 1 1

2 11 1 1 1

2 1

2 1

1

1

1 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ0

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ
K K

n n

K K K K

K n K n

m x m x

m x m x m x m x

x

m x m x m x m x

m x m x

µ µ
µ µ µ

µ µ µ µ
µ µ µ µ µ µ

µ

µ µ µ µ
µ µ µ µ µ µ

µ µ
µ µ µ

ϕ

ϕ ϕ

λ λ

ϕ ϕ

ϕ

 ′ ′°
 
 
 

   ′ ′ ′° ∇ °
   
   = ∇ + +
   
 ′ ′ ′ ° ∇ °   

 
 

′ ′ ° 

  



     

 

     



  

  

( )

( )( ) ( )

( )

( )( ) ( )

( )( )

( )( ) ( )

( )

( )( ) ( )

( )( )

( )( ) ( )

( )

( )( ) ( )

( )( )

( )( )

1 1

1

1

1 1
1

1

1 1
2 2 1 11 12 2

1 1

1 1
2 2 1 11 12 2

1 1

1 1
2 2 1 1 12 2

1

2 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

n n
n

n

K K
K K

K K

K

x x
m x m x

x x

x x
m x m x

x x

x

x x
m x m x

x x

m x

µ µ
µ µ

µ µ µ µ
µ µ

µ µ
µ µ

µ µ µ µ
µ µ

µ

µ µ
µ µ

µ µ µ µ
µ µ

µ
µ µ

λ ϕ λϕ
µ µ

λ ϕ λϕ
µ µ

λ ϕ λϕ
µ µ

λ ϕ

′ ′° + °
+ +

′ ′° + °
+ +

= ∇ +

′ ′° + °
+ +

′ °

  



  



  



 



( )

( )

( )( ) ( )

( )( )
1 12 2

.

ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ

K K

K

K

K n K n
K n

K K n

x x
m x

x x

µ µ
µ

µ µ
µ µ

λ ϕ
µ µ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

′+ ° 
 + +
 

 

 

因此， 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )( )
( )( )

( )

{ } { }1 2

1 22 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ ,  1, , ,  1, , .

ˆˆ

j i j
jj i j i

jj i

m x m x
x x j K i n

xx

µ µ
µ µ µ µµ µ

µµ

ϕ ϕ
λ λ

µµ

′ ′° °
∇ = + ∀ ∈ ∀ ∈

++

  

   

  

4. 光滑化前后稳定点的一致性 

使用光滑化方法求解非光滑优化问题的一个重要的问题是：随着光滑参数趋于零，光滑化问题的解
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能否趋向于原问题的解，即光滑化前后解的一致性问题。只有当解的一致性成立时，才能保证光滑化问

题的解趋向于原问题的解。 
下面的定理说明本文的光滑化方法能够保证光滑化问题(17)的稳定点与问题(2)的方向稳定点具有一

致性。 
定理 4.1 (稳定点的一致性)设光滑化函数 1µϕ 和 2µϕ 均满足假设 3.1，并设 ˆ kxµ 是光滑化问题(17)在光滑

化参数 kµ µ= 时的稳定点，则当 0kµ
+→ 时，{ }
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ˆ k

k
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=
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令 k →∞，则 0kµ → ， ˆ ˆkx xµ → 。根据第三节中 ( )m xµ 的一致和弱一致收敛性质以及假设 3.1，可得
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在(20)中利用上述极限，根据定理 2.1 我们可以得到 nd∀ ∈  

( )
( )

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )

1 1
ˆ ˆ

1 1
ˆ1

2 2
ˆ

2

ˆ0 lim ,

ˆ ˆ ˆlim , lim

ˆ ˆ  lim

ˆ ˆ  lim ,

  lim

k
k

k kk
k k k

j

k k
k k k

j

k k
k k k

k

j ij i j ik k j x i x

K

j ij i j ik j i x

jj jk j x

k

f x d

x d m x m x d

m x m x d

m x m x d

µ
µ

µ µµ
µ µ µ

µ µ
µ µ µ

µ µ
µ µ µ

λ ϕ

λ ϕ

λ ϕ

λ

→∞

→∞ →∞ ∈ ∈

→∞ = ∉

→∞ ∈

→∞

= ∇

′ ′= ∇ + °

′ ′+ °

′+ ° ∇

′+

∑ ∑

∑ ∑

∑



  

  

  



 







( )
( )( ) ( )( ) ( )2

ˆ
ˆ ˆ ,k k

k k k jj j
j x

m x m x dµ µ
µ µ µϕ

∉

° ∇∑  

  

https://doi.org/10.12677/aam.2022.1110792


苏妍妍，彭定涛 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2022.1110792 7476 应用数学进展 
 

( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

( )( )
( )

( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )( ) ( )

1 1
ˆ ˆ

1 1
ˆ1

2 2
ˆ

2 2

ˆ ˆ ˆlim , lim

ˆ ˆ  lim lim sup

ˆ ˆ  lim ,

  lim

k kk
k k k

j

k k
k k k

j

k k
k k k

k k

j ij i j ik k j x i x

K

j ij i j ik kj i x

jj jk j x

k

x d m x m x d

m x m x d

m x m x d

m

µ µµ
µ µ µ

µ µ
µ µ µ

µ µ
µ µ µ

µ µ

λ ϕ

λ ϕ

λ ϕ

λ ϕ

→∞ →∞ ∈ ∈

→∞ →∞= ∉

→∞ ∈

→∞

′ ′≤ ∇ + °

′ ′+ ° ⋅

′+ ° ∇

′+ °

∑ ∑

∑ ∑

∑

  

  

  

 

 







( )( )
( )

( )( ) ( )
ˆ

ˆ ˆlim sup ,k k
k jj j

kj x
x m x dµ µ

µ
→∞∉

⋅ ∇∑ 

  
( )

( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1
ˆ ˆ

1 1 2 2
ˆ ˆ1

2 2
ˆ

1 1 2 2
1 1 1

ˆ ˆ ˆ, ;

ˆ ˆ ˆ ˆ  ; ;

ˆ ˆ  ;

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ; ;

ˆ

j

j

j

j i j i j i
j x i x

K

j i j i j i j j j
j i x j x

j j j
j x

nK K

j i j i j i j j j
j i j

x d m x m x d

m x m x d m x m x d

m x m x d

x d x m x d x m x d

f x

λ ϕ

λ ϕ λ ϕ

λ ϕ

λ ϕ λ ϕ

∈ ∈

= ∉ ∈

∈

= = =

′ ′= ∇ + ° ⋅

′ ′ ′ ′+ ° ⋅ + ° ⋅

′ ′+ ° ⋅

′ ′ ′ ′= ∇ + +

′=

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

∑∑ ∑



 

 







( );d

 

因此， x̂ 是问题(2)的方向稳定点。  

5. 总结 

本文研究了稀疏加组稀疏优化问题的非凸松弛模型。给出了非凸松弛模型方向导数的刻画和方向稳

定点，分析了方向稳定点的特征及其局部最优性质。进一步构造了松弛模型的光滑化逼近问题，并证明

了光滑化问题的稳定点与松弛模型的方向稳定点具有一致性，为后续使用光滑方法计算模型的方向稳定

点提供了理论保障。 
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