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摘  要 

针对区间毕达哥拉斯犹豫模糊环境下的变量隶属度、非隶属度和属性的关联性融合问题，本文创新地将

Heronian信息集成算子与区间毕达哥拉斯犹豫模糊数结合，定义了区间毕达哥拉斯犹豫模糊Heronian
加权平均算子(IVPHFHWM)和区间毕达哥拉斯犹豫模糊Heronian几何加权算子(IVPHFGHWM)，研究了

IVPHFHWM算子和IVPHFGHWM算子的置换不变性、单调性、有界性。然后，针对属性值为区间毕达哥

拉斯犹豫模糊数的多属性问题，建立了基于区间毕达哥拉斯犹豫模糊Heronian加权算子的多属性决策模

型，给出了一种综合的区间毕达哥拉斯犹豫模糊数的多属性决策方法。最后，通过多属性决策实例说明

了Heronian信息集成算子在区间毕达哥拉斯犹豫模糊环境中的可行性和优越性。 
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Abstract 
For the correlation fusion of variable membership, non-membership and attribute in the interval 
Pythagorean hesitant fuzzy environment, this paper innovatively combined the Heronian infor-
mation integration operator with the interval Pythagorean hesitant fuzzy number. Interval Py-
thagorean hesitant Fuzzy Heronian weighted mean operators (IVPHFHWM) and interval Pythago-
rean hesitant Fuzzy Heronian geometric weighted mean operators (IVPHFGHWM) are defined, and 
study the permutation invariance, monotonicity and boundedness of these operators. Then, estab-
lish a multi-attribute decision making model based on interval Pythagorean hesitant fuzzy Hero-
nian weighting operator for multi-attribute problems with interval Pythagorean hesitant fuzzy 
number, and give a comprehensive multi-attribute decision making method. Finally, an example of 
multi-attribute decision making is given to illustrate the feasibility and rationality of the method. 

 
Keywords 
Interval Pythagorean Hesitant Fuzzy Number, Heronian Operator, Multi Attribute Decision Making 
Problem 

 
 

Copyright © 2022 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY 4.0). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

1986 年 Atanassov 在经典模糊集理论[1]的基础上提出了直觉模糊集[2]，随后，Atanassov 等又将其推

广并提出区间直觉模糊集理论[3]，使用隶属度 µ 和非隶属度ν 来描绘信息的不确定性，并满足 1µ ν+ < 。

但在实际决策问题中可能出现隶属度和非隶属度之和大于 1 的情况，显然此时使用直觉模糊理论分析容

易出现偏差。因此，Yager [4] [5]引入了毕达哥拉斯模糊集来解决该问题，其满足隶属度 µ 和非隶属度ν
的平方和不大于 1，即 2 2 1µ ν+ ≤ 。此后，Torra 提出了犹豫模糊集[6]的概念，使用几个模糊数的集合来

表示一个元素属于一个集合的隶属度，用来反映多个决策者对其不同的决策判断。近年来一些学者为了

更加准确地描述决策信息的模糊性和不确定性，将毕达哥拉斯模糊集和犹豫模糊集结合起来提出了毕达

哥拉斯犹豫模糊集。但是不同的学者对其有不同的构造方法，刘卫峰[7]和 Khan [8]认为一个毕达哥拉斯

犹豫模糊数的隶属度和非隶属度分别属于两个犹豫模糊集合，Wei [9]认为多个毕达哥拉斯模糊数组成的

集合为一个毕达哥拉斯犹豫模糊数。Zhang [10]对毕达哥拉斯犹豫模糊集进行推广，用区间数代替原有的

实数的表示形式。提出了区间毕达哥拉斯犹豫模糊集，可以更加准确地描述实际问题中的模糊信息，具

有更强的模糊信息处理和表达能力。 
Zheng [11]构造了基础的区间毕达哥拉斯犹豫模糊集的相关算子，并将其运用于多属性决策环境中。

李龙妹[12]等在不确定环境下对区间毕达哥拉斯犹豫模糊集进行研究，给出度量不确定信息的模糊因子和

直觉因子。黄月[13]将区间值毕达哥拉斯犹豫模糊信息融入到粗糙集进行分析，增强了处理不确定信息的

鲁棒性。李进军[14]将 Heronian 算子引入到区间值毕达哥拉斯模糊集中，给出区间毕达哥拉斯模糊

Heronian 平均(IVPFHM)算子的定义及基本性质。李龙妹[15]等基于香农熵将模糊因子和直觉因子结合，

提出了一个区间毕达哥拉斯犹豫模糊熵公式和相似性度量，并成功运用于决策问题中。到目前为止关于
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区间值毕达哥拉斯犹豫模糊集的研究还很少，而且还没有学者研究 Heronian 平均算子在区间毕达哥拉斯

犹豫模糊集中的应用。 
在现实决策问题中属性之间都存在相互依赖和影响性，而大多数的信息集成算子都无法考虑到属性

之间的相互关联性。Heronian 平均算子从属性变量之间的影响性出发，综合考虑变量之间的关联性，使

得决策结果更加准确和客观。基于此，本文将 Heronian 平均算子推广至区间毕达哥拉斯犹豫模糊集中，

首先定义 IVPHFHWM 算子和 IVPHFGHWM 算子，介绍并证明了 IVPHFHWM 算子和 IVPHFGHWM 算

子的置换不变性、有界性和单调性。最后基于 IVPHFHWM 算子和 IVPHFGHWM 算子提出了一种基于优

势理论的比率分析和全乘法形式的区间毕达哥拉斯犹豫模糊多属性决策排名方法(IVPHF-RAFMDT)，并

通过实例验证和对比分析说明了该方法在区间毕达哥拉斯犹豫模糊环境中的有效性和优越性。 

2. 预备知识 

区间毕达哥拉斯犹豫模糊集 

定义 1 [10]设 X 是论域，称 P 为 X 上一个区间毕达哥拉斯犹豫模糊集(IVPHFS)定义为： 

( ){ }, |PP x h x x X= ∈  

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]{
( ) ( ) ( ) [ ] ( )( ) ( )( ) }2 2

, | , 0,1 ,

, 0,1 , 1

L U
P P P P P P

L U U U
P P P P P

h x x x x x x

x x x x x

µ µ

ν ν µ ν

 = Γ Ψ Γ = ⊆ 

 Ψ = ⊆ + ≤ 

 

其中 ( )P xΓ 和 ( )P xΨ 分别表示 X 中的元素 x 属于集合 P 的可能隶属度区间和可能非隶属度区间。 
称 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

2 2

,
,

2 2

, | 1 ,

1

P P

P P

U L
P

U L
P

L U L U U
P P P P P P

x x x
x x x

U L L
P P P
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µ µ
ν ν
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∈Γ
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  = = − −  



= − − 



  

为区间值毕达哥拉斯犹豫模糊集的区间犹豫度集合。 
为了方便，称 ( )PP h x=



 为一个区间毕达哥拉斯犹豫模糊数，其中 

( ) ( ){ }2 2
, | , , , , 1L U L U U UP µ µ ν ν µ ν   = Γ Ψ Γ = Ψ = + ≤   

    。当 P 中只含有一个元素时，则区间值毕达哥

拉斯犹豫模糊集转化为区间值毕达哥拉斯模糊集。当 P 中所有元素都满足 L Uµ µ= ， L Uν ν= 时，则区间

值毕达哥拉斯犹豫模糊集转化为毕达哥拉斯犹豫模糊集。当 P 中所有元素都满足 1U Uµ ν+ < 时，则区间

值毕达哥拉斯犹豫模糊集可以视为区间值直觉犹豫模糊集。 
定义 2 [10]设 P ， 1P 和 2P 为三个区间毕达哥拉斯犹豫模糊数，其中 

{ }, | , , ,L U L UP µ µ ν ν   = Γ Ψ Γ = Ψ =   
    ， { }1 1 1 1 1 1 1, | , , ,L U L UP µ µ ν ν   = Γ Ψ Γ = Ψ =   

    ， 

{ }2 2 2 2 2 2 2, | , , ,L U L UP µ µ ν ν   = Γ Ψ Γ = Ψ =   
    ， 0λ > 则 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )2 2
1 1 , 1 1 , , | ,L U L UP P

λ λ λ λ
λ µ µ ν ν

    = − − − − Γ Ψ ∈        
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
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    = − − − − Γ Ψ ∈         
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定义 3 [10]设 { }, | , , ,L U L UP µ µ ν ν   = Γ Ψ Γ = Ψ =   
    为区间毕达哥拉斯犹豫模糊数，其得分函数

( )S P 为 

( ) ( )
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精确函数 ( )H P 为 

( ) ( )
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∑

∑ ∑

 

    

 

 

其中 #h 表示 P 中的元素个数。 
定义 4 [10]设 1P 和 2P 为两个区间毕达哥拉斯犹豫模糊数，则有 
如果 ( ) ( )( )1 2 0.5P S P S P> >  ，则有 1 2P P>  。 

如果 ( ) ( )( )1 2 0.5P S P S P> =  ，那么 

如果 ( ) ( )( )1 2 0.5P H P H P> >  ，则有 1 2P P>  。 
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如果 ( ) ( )( )1 2 0.5P H P H P> =  ，则有 1 2P P=  。 

Heronian 平均算子 
定义 5 [16]设 , 0p q ≥ 且不同时为 0， ( )0 1,2, ,i i nα ≥ =  ，若 HM 满足： 

( ) ( )

1

,
1 2 3

1,

2, , , ,
1

p qn
p q p q

n i j
i j i

HM
n n

α α α α α α
+

= =

 
=   + 

∑                         (1) 

则称 HM 为 Heronian 平均算子。 
几何 Heronian 平均算子 
定义 6 [17]设 , 0p q ≥ 且不同时为 0， ( )0 1,2, ,i i nα ≥ =  ，若 GHM 满足： 

( ) ( )
( )

2
1

,
1 2 3

1,

1GHM , , , ,
n n n

p q
n i j

i j i
p q

p q
α α α α α α

+

= =

 
= + 

+  
∏                      (2) 

则称 GHM 为几何 Heronian 平均算子。 

3. 区间毕达哥拉斯犹豫模糊 Heronian 加权平均(IVPHFHWM)算子 

定义 7 设 , 0p q ≥ 且不同时为 0， { }( )
, , ,

, 1, 2, ,
L U L U
i i i i i i

i i iP i n
µ µ ν ν   ∈Γ ∈Ψ   

= Γ Ψ =


 





为一组区间毕达哥拉斯

犹豫模糊数，权重向量 ( )T
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1
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=∑ ，则 IVPHFHWM 算子为 

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 2 3 1

,

,
IVPH 2, , , ,FHWM

1

p qn p q

n i i j j
p q

i j i
P P P P P P

n n
ω ω

+

= =

 
= ⊕ ⊗  + 

     

               (3) 

定理 1 设 { }( )
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为一组区间毕达哥拉斯犹豫模糊变量， , 0p q ≥

且不同时为 0，权重向量 ( )T
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果仍是区间毕达哥拉斯犹豫模糊变量，且 
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证明：由区间毕达哥拉斯犹豫模糊集的运算法则可得 
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所以 
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因此 
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∏

( )

1
2

1

1, 1

p q

n n n

i j

+

+

= =


        

    
         

  

∏

 

由此可知，上述定理 1 得证。 
定理 2 (置换不变性)设 { }( )

, , ,

, 1, 2, ,
L U L U
i i i i i i

i i iP i n
µ µ ν ν   ∈Γ ∈Ψ   

= Γ Ψ =


 





为一组区间毕达哥拉斯犹豫模糊

集， ( )1 2, , , nQ Q Q 为 ( )1 2 3, , , , nP P P P   

 的任一置换，则 

( ) ( ),
1 2 1 2 3

,IVPHFHWM IVPHFHWM, , , , , , ,p q q
n

p
nQ Q Q P P P P=    

   

证明：因为 ( )1 2, , , nQ Q Q 是 ( )1 2 3, , , , nP P P P   

 的任一置换，所以对于任意的 iQ 和 jQ 总存在唯一的 xP

和 yP 与之对应，所以 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )

,

1

1 2 1,

1

1,

1 2 3
,

2, , ,
1

2
1

IVPHFHWM

IVPHF , ,HWM , ,

p qn qp
n i i j ji j i

p qn p q

x x y yx y x

n

p q

p q

Q Q Q Q Q
n n

P P
n n

P P P P

ω ω

ω ω

+

= =

+

= =

 
= ⊕ ⊗  + 

 
= ⊕ ⊗  + 
=



 

   



 

定理 3 (有界性) { }( )
, , ,

, 1, 2, ,
L U L U
i i i i i i

i i iP i n
µ µ ν ν   ∈Γ ∈Ψ   

= Γ Ψ =


 





为一组区间毕达哥拉斯犹豫模糊数，权重

向量 ( )T
1 2 3, , , , nω ω ω ω ω=  且 0iω ≥ ，

1
1

n

i
i
ω

=

=∑ ，则 
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( ),
1 2 3,IVPHFHWM , , ,L p q

n
UP P P PP P≤ ≤    

  

其中 ( )minL
i ii

P Pω=  ， ( )maxU
i ii

P Pω=  。 

证明 ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

1

1 2 3 1,

1

1

1

,

,

2, ,I , ,
1

2
1

12
1

VPHFH

2

WM
p qn p q

n i i j ji j i

p qn p q

i j i

p qp q

p q

U U

U

U

P P P P P P
n n

n n

n

P P

P

P

n
n n

ω ω
+

= =

+

= =

++

 
= ⊕ ⊗  + 

 
≤ ⊕ ⊗  + 

 +
=   + 

=

     



 





 

同理可证得 ( )1 2 3
,IVPHFHW , , , ,ML q

n
p P PP P P≤ 



    。 
即 ( ),

1 2 3,IVPHFHWM , , ,L p q
n

UP P P PP P≤ ≤    

  
定理 4 (单调性)设 { }

,

,

,
L U
i i i
L U
i i i

i i iP
µ µ

ν ν

 ∈Γ 
 ∈Ψ 

= Γ Ψ




 



和 { }
,

,

,
L U
i i i
L U
i i i

i i iP
µ µ

ν ν

∗

 ∈Γ 
 ∈Ψ 

= Γ Ψ








为两个区间毕达哥拉斯犹豫模糊

数，如果对任意的 ( )1,2, ,i i n=  都有 *
i iΓ ≥ Γ ， *

i iΨ ≤ Ψ ，则 

( ) ( ), * * * *
1 2 3 1 3

,
2, , , , , , ,IVPHFHWM IVPHFH ,WMp q p q

n nP P P P P P P P≥   

   

证明：因为 * * *, ,L U L U
i iµ µ µ µ   = Γ ≥ Γ =   


   

( ) [ ] [ ]( )1 2 3
, , ,

, , ,

, , , , , , , ,IVPHFHWM
L U L U
i i i i i i
L U L U
j j j j j j

p q
nP P P P a b c d

µ µ ν ν

µ µ ν ν

   ∈Γ ∈Ψ   
   ∈Γ ∈Ψ   

=




   





 

( ) ( )
* * * *

* * * *

* * * * * * * *
1 2 3

,

, ,

, ,

I , , , ,VPH ,F W ,H M ,
L U L U
i i i i i i
L U L U
j j j j j j

p
n

q P P P P a b c d
µ µ ν ν

µ µ ν ν

   ∈Γ ∈Ψ   
   ∈Γ ∈Ψ   

   =    








，

，

 

所以 

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

1
2

2 1
2 2

1, 1

1
2

2 1
2 2* * *

1, 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

i j

i j

p q
n np q

n
L L
i j

i j

p q
n np q

n
L L
i j

i j

a

a

ω ω

ω ω

µ µ

µ µ

+
+

= =

+
+

= =

 
         = − − − − − −                 

 

 
         > − − − − − − =                 

 

∏

∏

 

同理可得 *b b> ， *c c< 和 *d d<  
所以 ( ) ( ), * * * *

1 2 3 1 3
,

2, , , , , , ,IVPHFHWM IVPHFH ,WMp q p q
n nP P P P P P P P≥   
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4. 区间值毕达哥拉斯犹豫模糊几何 Heronian 加权(IVPHFGHWM)算子 

定义 8 设 , 0p q ≥ 且不同时为 0， { }( )
, , ,

, 1, 2, ,
L U L U
i i i i i i

i i iP i n
µ µ ν ν   ∈Γ ∈Ψ   

= Γ Ψ =


 





为一组区间毕达哥拉斯

犹豫模糊数。权重向量 ( )T
1 2 3, , , , nω ω ω ω ω=  且 0iω ≥ ，

1
1

n

i
i
ω

=

=∑ ，则 IVPHFGHWM 算子为 

( ) ( ) ( )
2

1

1 2
,

3 1,
IVPHFGHW 1, , , ,M ji

n n n

n i ji j i

p q P P P P P P
p q

p q ωω +

= =

 = ⊕ ⊕ +  
     

               (5) 

定理 5 设 { }( )
, , ,

, 1, 2, ,
L U L U
i i i i i i

i i iP i n
µ µ ν ν   ∈Γ ∈Ψ   

= Γ Ψ =


 





为一组区间毕达哥拉斯犹豫模糊变量， , 0p q ≥

且不同时为 0，权重向量 ( )T
1 2 3, , , , nω ω ω ω ω=  且 0iω ≥ ，

1
1

n

i
i
ω

=

=∑ ，利用 IVPHFGHWM 算子集成后的

结果仍是区间毕达哥拉斯犹豫模糊变量，且 

( ) [ ] [ ]( )1 2 3
, , , , , , ,

, ,IVPHFGHWM , , , , , ,
L U L U L U L U
i i i i i i j j j j j j

p q
nP P P P e f g h
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=
  

   





       (6) 

其中 
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定理 6 (置换不变性)设 { }( )
, , ,

, 1, 2, ,
L U L U
i i i i i i

i i iP i n
µ µ ν ν   ∈Γ ∈Ψ   

= Γ Ψ =


 





为一组区间毕达哥拉斯犹豫模糊

数， ( )1 2, , , nR R R 为 ( )1 2 3, , , , nP P P P   

 的任一置换，则 

( ) ( )1 2 1 2 3
, ,IVPHFGHWM IVPHFGHW, , , , , , ,Mp q p q

n nR R R P P P P=    

   

定理 7 (有界性) { }( )
, , ,

, 1, 2, ,
L U L U
i i i i i i

i i iP i n
µ µ ν ν   ∈Γ ∈Ψ   

= Γ Ψ =


 





为一组区间毕达哥拉斯犹豫模糊数，权

重向量 ( )T
1 2 3, , , , nω ω ω ω ω=  且 0iω ≥ ，

1
1

n

i
i
ω

=

=∑ ，则 
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( )1
,

2 3,ˆ ˆIVPHFGHWM , , ,L p q
n

UP P P PP P≤≤    

  

其中 ( )ˆ minL
i ii

P Pω=  ， ( )ˆ maxU
i ii

P Pω=  。 
定理 8 (单调性)设 { }

,

,

,
L U
i i i
L U
i i i

i i iP
µ µ

ν ν

 ∈Γ 
 ∈Ψ 

= Γ Ψ




 



和 { }
,

,

,
L U
i i i
L U
i i i

i i iP
µ µ

ν ν

 ∈Γ 
 ∈Ψ 

′ ′ ′= Γ Ψ








为两个区间毕达哥拉斯犹豫模糊数，

如果对任意的 ( )1,2, ,i i n=  都有 i i′Γ ≥ Γ ， i i′Ψ ≤ Ψ ，则 

( ) ( ), ,
1 2 3 1 2 3, , , , , , ,IVPHFGHWM IVPH GH ,F WMp q p

n n
qP P P P P P P P′ ′ ′ ′≥   

   

5. 决策应用 

5.1. 基于区间毕达哥拉斯犹豫模糊算子的多属性决策方法 

基于 IVPHFHWM 和 IVPHFGHWM 算子，本文给出一种基于区间毕达哥拉斯犹豫模糊集的多属性决

策方法。对某多属性决策问题，设方案集为 { }1 2, , , mA A A A=  ，属性集为 { }1 2, , , nC C C C=  ，矩阵 

( )ij m n
M P

×
=  表示区间值毕达哥拉斯犹豫模糊信息决策矩阵，其中 ijP 表示为一个区间值毕达哥拉斯犹豫模

糊元， ( ) ( ){ }
( )
( )

,

,

,
i i

L U
i i A ji
L U
i i A ji

ij A j A j
C

C

P C C
µ µ

ν ν

 ∈Γ 
 ∈Ψ 

= Γ Ψ




 



 ( 1, 2, , ; 1, 2, ,i m j n= =  )表示决策者在属性 jC 下对方案

iA 的评价值。 ( )T
1 2, , , nω ω ω ω=  为属性集对应的权重向量，且 0jω ≥ ，(  1, 2, ,j n=  )，

1
1

n

i
i
ω

=

=∑ 。具体

步骤为： 
步骤 1：根据决策者的决策信息构建区间毕达哥拉斯犹豫模糊信息决策矩阵 ( )ij m n

M P
×

=  和属性权重

( )T
1 2, , , nω ω ω ω=  。 

步骤 2：利用 IVPHFHWM 和 IVPHFGHWM 算子，使用基于优势理论的比率分析和全乘法形式的排

序方法对产品进行优劣排名，得到最优方案。 
1) 比率分析的方法 
a) 利用 IVPHFHWM 算子形成加权矩阵。 

( ) ( )IVPHFHWM , , , ,
ij ij ij ij

RS RS L RSU RS L RSU
i ij i P P P PU P ω µ µ ν ν   = =       

                    (7) 

b) 对 RS
iU 进行解模糊处理。 

ˆ
2

ij ij ij ij

RS L RSU RS L RSU
t t t tRS

iU
µ µ ν ν+ − −

=                               (8) 

c) 对 ˆ RS
iU 进行归一化处理，并排序。 

ˆ
ˆmax

RS
RS i
i RS

ii

U
U

U
=                                     (9) 

2) 全乘法形式的方法 
a) 利用 IVPHFGHWM 算子形成加权矩阵。 

( ) ( ), , , ,IVPHFGHWM
ij ij ij ij

MF MF L MFU MF L MFU
i ij i P P P PU P ω µ µ ν ν   = =       

               (10) 

b) 对 MF
iU 进行解模糊处理。 
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ˆ
2

ij ij ij ij

MFL MFU MFL RSU
t t t tMF

iU
µ µ ν ν+ − −

=                             (11) 

c) 对 ˆ MF
iU 进行归一化处理，并排序。 

ˆ
ˆmax

MF
MF i
i MF

ii

U
U

U
=                                    (12) 

3) 使用优势理论[18]综合考虑 RS 和 MF 两种方法得出的产品排名结果，确定最终的产品排序结果。 

5.2. 实例分析 

某顾客根据自身的喜好和手机的性能挑选手机。根据顾客前期的调研和统计确定了 5 个备选手机产

品 ( )1,2,3,4,5iA i = ，并基于以下四种属性 ( )1,2,3,4jC i = 对手机进行评估：价格( 1C )、电池( 2C )、屏幕( 3C )、
相机( 4C )。顾客根据自己的偏好确定属性权重向量 ( )T0.3,0.4,0.1,0.2ω = 。 

Step 1 根据顾客提供的决策信息构建区间值毕达哥拉斯犹豫模糊信息决策矩阵，其中包含各个手机

及对应属性的属性值。属性的评估值均以区间值毕达哥拉斯犹豫模糊数的表示，见表 1。 
 

Table 1. Interval-valued Pythagorean hesitant fuzzy decision matrix 
表 1. 区间值毕达哥拉斯犹豫模糊决策矩阵 

 C1 C2 C3 C4 

A1 
{([0.2, 0.3], [0.4, 0.7]), 

([0.4, 0.5], [0.4, 0.6])} 
{([0.2,0.4], [0.4,0.5], [0.3,0.5]), 
([0.1,0.4], [0.3,0.5], [0.3,0.4])} 

{([0.4,0.6], [0.2, 0.3]), 
([0.5,0.6], [0.2, 0.4])} 

{([0.4,0.5], [0.2, 0.6]), 
([0.5,0.7], [0.2, 0.5])} 

A2 
{([0.1,0.4], [0.5,0.6]), 
([0.3,0.5], [0.4,0.5])} 

{([0.2,0.5]), 
([0.4,0.5])} 

{([0.1,0.2], [0.6,0.7], [0.5,0.7]), 
([0.2,0.5], [0.4,0.5], [0.3,0.4])} 

{([0.2,0.3], [0.5, 0.6]), 
([0.4,0.6], [0.2, 0.3])} 

A3 
{([0.4,0.5], [0.1,0.2], [0.5,0.7]), 
([0.3,0.5], [0.5,0.7], [0.1,0.2])} 

{([0.3,0.5]), 
([0.5,0.6])} 

{([0.5,0.6]), 
([0.4,0.6])} 

{([0.1,0.6], [0.4, 0.7]), 
([0.5,0.6], [0.2, 0.4])} 

A4 
{([0.5,0.6]), 
([0.3,0.6])} 

{([0.0,0.2], [0.1,0.5]), 
([0.4,0.7], [0.4,0.5])} 

{([0.4,0.8]), 
([0.3,0.6])} 

{([0.2,0.7]), 
([0.3,0.5])} 

A5 
{([0.6,0.7]), 
([0.1,0.8])} 

{([0.4,0.7]), 
([0.3,0.6])} 

{([0.3,0.6], [0.2, 0.4]), 
([0.1,0.6], [0.2, 0.4])} 

{([0.1,0.9]), 
([0.2,0.6])} 

 
Step 2 利用 IVPHFHWM 和 IVPHFGHWM 算子( 1p q= = )，使用基于优势理论的比率系统和全乘法

形式的排序方法对产品进行优劣排名。表 1 的决策矩阵和顾客的属性偏好权重在此步骤作为基于优势理

论的比率系统和全乘法形式方法的输入，结果如表 2 所示。 
 
Table 2. Calculation results 
表 2. 计算结果 

 比率系统 RS
iU  排名 全乘法形式 MF

iU  排名 优势理论最终排名 

A1 0.2685 2 0.2307 3 3 

A2 0.2871 1 0.2876 2 1 

A3 0.2062 3 0.3151 1 2 

A4 0.1433 5 0.1766 5 5 

A5 0.1857 4 0.1998 4 4 
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Step 3 根据最终的优势理论排名结果可知， 2 3 1 5 4A A A A A> > > > ，即产品 A2为最优产品。 

6. 灵敏度分析与对比实验 

6.1. 灵敏度分析 

本文提出的 IVPHFHWM 和 IVPHFGHWM 算子包含三个参数( ,p q 和ω )，这三个参数对决策结果有

一定的影响性。因此，本节分析 ,p q 和ω 对备选产品排序的影响。 
首先讨论算子参数 ,p q 对备选产品排序的影响，结果如表 3 所示。 

 
Table 3. Influence of parameters ,p q  on the ranking results of alternative products 
表 3. 参数 ,p q 对备选产品排序结果的影响 

参数 ,p q 值 产品排序 

1, 0p q= =  1 5 2 3 4A A A A A> > > >  

0, 1p q= =  2 1 5 4 3A A A A A> > > >  

0.5p q= =  1 2 3 5 4A A A A A> > > >  

0.1, 0.5p q= =  2 1 3 5 4A A A A A> > > >  

0.5, 0.1p q= =  1 2 3 5 4A A A A A> > > >  

1, 5p q= =  2 3 1 5 4A A A A A> > > >  

5, 1p q= =  2 3 1 5 4A A A A A> > > >  

5, 10p q= =  2 3 1 5 4A A A A A> > > >  

10, 5p q= =  2 3 1 5 4A A A A A> > > >  

 
由表 3 可知，参数 p 和 q 的变化会对备选产品的排序结果造成影响。当 1, 0p q= = 时，备选产品排

序为 1 5 2 3 4A A A A A> > > > 。 0, 1p q= = 时，备选产品排序为 2 1 5 4 3A A A A A> > > > 。当 0p = 或 0q = 时，

本文所提出的 IVPHFHWM 和 IVPHFGHWM 算子就会退化为普通的加权平均算子和计算加权算子，产品

的排序结果没有考虑属性之间的相关性，进而参数 p 和 q 的变化会引起产品排序的改变。当 0.5p q= = 时，

备选产品排序为 1 2 3 5 4A A A A A> > > > 。 0.1, 0.5p q= = 时，备选产品排序为 2 1 3 5 4A A A A A> > > > 。

0.5, 0.1p q= = 时，备选产品排序为 1 2 3 5 4A A A A A> > > > 。参数 p 和 q 的值较小时产品属性之间的相互

作用较小，此时 p 和 q 的值发生改变时产品的排序结果不会发生太大的变化。当 1, 5p q= = 时，备选产

品排序为 2 3 1 5 4A A A A A> > > > 。 5, 1p q= = 时，备选产品排序为 2 3 1 5 4A A A A A> > > > 。 5, 10p q= = 时，

备选产品排序为 2 3 1 5 4A A A A A> > > > 。 10, 5p q= = 时，备选产品排序为 2 3 1 5 4A A A A A> > > > 。当参数

p和 q的值较大时产品属性之间的相互作用较强，当 p和 q的值改变时产品排序均为 2 3 1 5 4A A A A A> > > > ，

排序方案较为稳定同时也体现出两种算子在处理多属性决策问题的合理性。 
接下来讨论ω 对备选产品排序的影响。由于特征权重对产品排名顺序的影响，本文使用敏感性分析

来判断本文提出的 MCDM 模型的鲁棒性。敏感度计算公式如下： 

{ }1 1,  , , ,  0,0.01,0.1,0.2, ,1

N W
w

ij ij
j w

i ij

SC D
SC SC i j

N F
ω= == = ∀ ∈

∑ ∑
                  (13) 

其中 iSC 是每个方法的总平均灵敏度， ijSC 是方法 i 关于特征 j 的灵敏度系数， w
ijD 是方法 i 的备选排序结

果在特征 j 权重改变时发生变化的次数，F 代表特征值发生变化的次数。 
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Figure 1. Sensitivity coefficient of each method 
图 1. 每种方法的敏感度系数 

 
如图 1 所示，敏感度的总体结果表明，与 RS 和 MF 方法相比，结合优势理论的方案排序的敏感度系

数最小(0.3648)。也就是说当准则权值ω 发生改变时，它对结合优势理论的排名结果影响最小，具有更强

的鲁棒性。因此，本文所提出的基于优势理论的比率系统和全乘法形式的排序方法成功地改善了多属性

决策方法的鲁棒性，提升了方法的稳健性。 

6.2. 对比试验 

为了证明本文提出的方法的合理性和优势，我们将所提方法和[19] [20]的方法进行对比。在使用本文

的数据情况下，产品的排名结果如下表 4 所示。 
 

Table 4. Comparison of product ranking results 
表 4. 产品排名结果对比 

方法 排名结果 

本文所提出的方法 A2 > A3 > A1 > A5 > A4 

文献[19]的方法 A3 > A2 > A1 > A5 > A4 

文献[20]中的 IVPHFWA 算子 A2 > A1 > A3 > A4 > A5 

文献[20]中的 IVPHFWG 算子 A2 > A3 > A5 > A1 > A4 

 
从表 4 可以看出本文所提出的方法与文献[20]中的 IVPHFWA 算子和 IVPHFWG 算子得到的最优方

案均为产品 A2，与文献[19]的产品排序相比前两名最优的产品皆为产品 A2和 A3。虽然每种方法得到的排

序结果存在差异但是总体来看都是相似的，这也就说明了我们方法的有效性和合理性。造成排名差异的

原因在于本文提出的聚合算子考虑了不同属性之间的相关性以及这些属性对决策结果的影响，产品排序

方法的鲁棒性。因此，本文的结果更接近实际的决策结果。 

7. 结论 

本文在区间值毕达哥拉斯犹豫模糊集的基础上，引入了 Heronian 算子，创新的将区间值毕达哥拉斯

犹豫模糊集和 Heronian 平均算子进行结合，提出了区间值毕达哥拉斯犹豫模糊 Heronian 加权平均算子
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(IVPHFHWM)和区间值毕达哥拉斯犹豫模糊 Heronian 几何加权算子(IVPHFGHWM)，并研究了它们的置

换不变性、有界性、单调性等性质。然后提出了基于 IVPHFHWM 和 IVPHFGHWM 算子的多属性决策模

型，并通过实例说明了本文所提出的算子在区间值毕达哥拉斯犹豫模糊信息集成中的有效性和合理性。

目前还没有区间毕达哥拉斯犹豫模糊算子考虑到属性之间的相关性，因此本文提出的 IVPHFHWM 和

IVPHFGHWM 算子进一步地完善了区间毕达哥拉斯犹豫模糊信息集成理论。 
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