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Abstract 
The upper and lower limits play an important role in solving the problem. Whether it is solving 
the limit problem or the theorem of the series convergence and the real variable function, the 
concept of the upper and lower limits is used. Therefore, to understand the relationship between 
the upper and lower limits plays a key role in dealing with the problem. 
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摘  要 

上下极限对于解决问题有着非常重要的作用，不管是在求解极限问题，还是在判断级数收敛以及实变函

数中的定理，都运用着上下极限的概念，因此弄清楚上下极限之间关系，对处理问题起着关键作用。 
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1. 引言 

极限是我们在数学分析中至关重要的内容，但是我们一般对于极限的探讨是基于存在性和对其进行

求解，而证其存在性一般用定义或者左右极限的方法，进而对其进行求解，很少利用上下极限去判断极

限的存在性，但是往往有些问题我们必须要用到上下极限去解决，或者用上下极限去刻画，因此对上下

极限的定义以及相应性质的了解就非常重要，还有一个特别重要的是，于极限而言，其可能不存在，但

是其上下极限一定存在。本文将从上下极限的定义入手，通过对上下极限的性质的罗列进而证明各种相

关性质之间的关系，这也会帮助我们进一步系统地了解上下极限，也会对解决其它问题提供一些全新的

思路。 
另外，上下极限在许多的数学课程以及研究领域中都有用到，所以，本文对上下极限在扩展学科里

面涉及的概念亦会进行部分总结，以便于进行更好的理解。 

2. 数列上下极限定义和定理 

定义 2.1 [1]：对于一个有界数列{ }nx ，将其最大聚点 M 和最小聚点 m 分别称为{ }nx 的上极限和下极

限，记为： 

lim nn
M x

→∞
= ， lim n

n
m x

→∞
=

 
定义 2.2 [1]：对所有的 0ε > ，存在 0N > ，当 n N 时，有 NX m ε< + ，又存在子列{ }knx ，使得

knx M ε> − ( )k N∈ ，则有 ( )lim nn
x M

→∞
= ；对所有的 0ε > ，存在 0N > ，当 n N> 时，有 nx m ε> − ，又存

在子列{ }knx ，使得
knx m ε< + ( )k N∈ ，则有 lim n

n
x m

→∞
= 。 

定义 2.3 [1]：称 M 为有界数列{ }nx 的上极限，如果
1

lim lim inf supk kn k n n k n
M x x

→∞ ≥ ≥ ≥
= = ；称 m 有界数列{ }nx 的

下极限，如果
1

liminf supinfk kn k n n k n
M x x

→∞ ≥ ≥ ≥
= = 。 

定义 2.4 [1]：若存在 0δ > ，使得数列{ }nx 中有无穷多个项落在 ( );U a δ 之外，则{ }nx 一定不以 a 为

极限。 
定理 2.1：对任意的有界数列{ }nx ，有 lim limn nnn

x x
→∞→∞

≤ 。 

证明：由定义 2.1，可设 lim nn
x

→∞
为最小聚点 m，则 m 的邻域内必含有{ }nx 中的无穷多个点；同理，可

设 lim nn
x

→∞
为最大聚点 M，则 M 邻域内亦必含有{ }nx 中的无穷多个点；若 ( );U M δ 与 ( );U m δ 相交，且含

有{ }nx 中的无穷多个点，则“=”成立，否则，在数轴上 ( );U M δ 必在 ( );U m δ 的右侧，从而 M m> ；综

上有 M m≥ ，证毕。 
定理 2.2： lim nn

x C
→∞

= 的充分必要条件为 lim limn nnn
x x C

→∞→∞
= = 。 

证明：必要性，由于 lim nn
x C

→∞
= ，故有界数列{ }nx 存在唯一的极限，所以只有 ( );U C δ 才含有 nx 中的

无穷多个点；所以由定义 2.1，可知 lim limn nnn
x x C

→∞→∞
= = 。充分性，由定理 2.1 的证明可知，在整个有界数

列{ }nx 中，只有 ( );U C δ 才含有{ }nx 中的无穷多个点，即{ }nx 中有无穷多个项落在 ( );U C δ 之外，故由极

限的定义 2.4 可知 lim nn
x C

→∞
= 。 

定理 2.3 [1]：(保不等式性)设有界数列{ }nx ，{ }ny 满足：存在 0 0N > ，当 0n N> 时有 n nx y≤ ，则 
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lim limn nn n
x y

→∞ →∞
≤ ， lim limn n

n n
x y

→∞ →∞
≤ ； 

特别若α ， β 为常数，又存在 0 0N > ，当 0n N> 时有 nxα β≤ ≤ ，则 

lim limn n nnn
x x xα β

→∞→∞
≤ ≤ ≤ 。 

推论 4：设{ }nx 为有界数列，则 
1) m 是{ }nx 的最小聚点； 
2) m 是{ }nx 的子列的最小值； 
3) { }1lim liminf lim inf , ,n k n nn n k n n

m y x x x +→∞ →∞ ≥ →∞
= = =  ； 

4) 
1

supinf n
n k n

m x
≥ ≥

= ； 

5)对 0ε∀ > ， 0N∃ > ，当 n N> 时，有 nx m ε> − ，又存在子列{ }knx ，使得
knx m ε< + ( )k N∈ ；相

互等价。 
证明： 
1) ⇒  2)：由于 m 是{ }nx 的聚点，则当且仅当{ }nx 的子列{ }knx 收敛于 m，故可知{ }nx 的最小聚点

即为{ }knx 极限的最小值。 
2) ⇒  3)：由 2)可知，存在{ }nx 的子列{ }knx 收敛于 m，因为 

k kn nx y≥ ， 

于是由数列极限的保号性可知 

lim lim
k kn nk k

m x y
→∞ →∞

= ≥ ， 

而该不等式中只能取等号，否则 lim
knk

m y m
→∞

′ = < ，则由
kny m′→ ，必存在

1kn ，使得 

1
1 1

knm y m′ ′− < < + ， 

据
1kny 的定义，必

1 1k kn n′∃ > ，s.t.  

1
1 1

knm y m
′

′ ′− < < + ； 

由
kny m′→ ，又必

2 1k kn n ′∃ > ，s.t. 

2

1 1
2 2knm y m′ ′− < < + ， 

据
2kny 的定义，必

2 2k kn n′∃ > ，s.t. 

2

1 1
2 2knm y m

′
′ ′− < < + ； 

以此类推，我们就可以得到：
kny m′→ ，必

1N Nk kn n
−′

∃ > ，s.t.
1 1

kNnm y m
N N

′ ′− < < + ，据
kny 的定义，

必
N Nk kn n′∃ > ，s.t. 

1 1
kNnm y m

N N′
′ ′− < < + ； 

故令 N →∞，可知 m′亦为{ }nx 的最小极限，这与 m 为{ }nx 的最小极限矛盾，从而有 lim
knk

m y
→∞

= ；

又因为{ }ny 单调递增且有上界，故{ }ny 必收敛，所以{ }ny 与其子列有相同的极限，进而有 

lim liminfn kn n k n
m y x

→∞ →∞ ≥
′ = = 。 

3) ⇒  4)：由于 { }nx 非空，且其存在上界，故 { }ny 亦非空有上界；从而 { }ny 上确界存在，记为 
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1
sup n
n

m y
≥

′ = ，于是 nm y′ ≥ ，并且对 0ε∀ > ， 0N∃ > ，有 Ny m ε′> − ；又因为{ }ny 单调递增，s.t.当 n N>  

时，必有 n Ny y≥ ，从而 N nm y y mε ε′ ′− < ≤ < + ；由此可以得到 ny m′→ ，而由 3)已知 ny m→ ，从而m m′= ， 
即：

1
lim supn nn n

y y
→∞ ≥

= ，亦即：
1

liminf supinfk nn k n n k n
x x

→∞ ≥ ≥ ≥
= 。 

4) ⇒  5)：先证明对 0ε∀ > ， 0N∃ > ，当 n N> 时，有 nx m ε> − ；由
1

sup n
n

m y
≥

= ，依据上确界定义

注意到{ }ny 单调递增，故 0ε∀ > ， 0N∃ > ，当 n N> 时， ny m ε> − 成立；又 { }1inf , ,n n ny x x +=  ，则当

n N> 时，均有 n nx y m ε≥ > − 。 
再证明存在子列{ }knx ，s.t. 

knx m ε< + ( )k N∈ ；已知
1 1

sup supinfn n
n n k n

m y x
≥ ≥ ≥

= = ，可反设对 0N∀ > ，当

n N> 时， nx m ε≥ + ，取 1ε = ，则 1m + 便是从第 n 项起以后项的下界，从而得到 inf 1n kk n
y x a

≥
= ≥ +  ⇒  

1 1
sup supinf 1n k
n n k n

y x a
≥ ≥ ≥

= ≥ +  ⇒  1a a≥ + ，矛盾。 

5) ⇒  1)：由 1)可知，对 0ε∀ > ，必有无穷多个 n，s.t. ( ),nx m mε ε∈ − + ，故 m 为{ }nx 的聚点， 

下证{ }nx 再无小于 m 的聚点，否则，m′为小于 m 的聚点，取
2

m mε
′ −

= ⇒ m mε ε′+ < − ，由假设 m′为 

聚点，则对于{ }nx ，必有 nm m xε ε′+ < − < ，这与存在子列{ }knx ，s.t.
knx m ε< + 矛盾；证毕。 

以上推论 4 对关于下极限的几个定义的等价性进行了证明，而关于上极限定义的等价性证明可见文

献[2]。 

3. 集列上下极限定义和定理 

定义 3.1 [3]：设{ } 1n n
A ∞

=
为任意集列， 

1) 由该集列中无限多个集合的对应元素的全体组成的集合称为该集列的上限集或者上极限，记为

lim nn
A

→∞
或 limsup k

n k n
x

→∞ ≥
；用集合表示即为： 

{ }lim 0, , s.t.n nn
A x N n N x A

→∞
= ∀ > ∃ > ∈对 或 { }lim , s.t.n n nn

A x A x A
→∞

= ∃ ∈　无穷多个  

2) 除有限个下标外，属于集列中每个集合的元素的全体组成的集合称为下限集或者下极限，记为

lim n
n

A
→∞

或 liminf kn k n
x

→∞ ≥
；用集合表示即为： 

{ }lim 0, , s.t.n n
n

A x N n N x A
→∞

= ∃ > ∀ > ∉对 或 { }lim n n
n

A x n x A
→∞

= ∈充分大以后都有当  

定义 3.2 [3]：如果集合{ }nA 有极限，当且仅当 lim limn nnn
x A

→∞→∞
= 。 

定理 3.1 [3]：设{ } 1n n
A ∞

=
为任意集列，则

1
lim n mn n m n

A A
∞ ∞

→∞ = =

=


；且
1

lim n m
n n m n

A A
∞ ∞

→∞ = =

=


。 

推论 3.2 [3]：对于单调集列，
1

lim n nn n
A A

∞

→∞ =

=


，如果{ } 1n n
A ∞

=
单调递增；

1
lim n nn n

A A
∞

→∞ =

=


，如果{ } 1n n
A ∞

=
单

调递减。 

4. 上下极限的应用 

4.1. 依据上下极限判断级数的收敛性 

定理 4.1.1：设 nu∑ 为正项级数，且 lim n
nn

u l
→∞

= ，则若 1l < ，级数收敛；若 1l > ，级数发散。 
证明：由定义 2.2 可知，当取 1 lε = − 时，存在 0N > ，当 n N> 时，有 n

nu l ε< +  ⇒  1n
nu l l< + − ，

所以若 1l < ，则 1n
nu < ，从而 nu∑ 收敛；而又存在{ }n

nu 的子列{ }k
k

n
nu ，使得 k

k
n

nu l ε> − ( )k N∈  ⇒  
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1k
k

n
nu l l> − − ，所以若 1l > ，则 1k

k
n

nu > ，故由于有一个子列所在的级数不收敛，所以级数 nu∑ 发散，

证毕。 

定理 4.1.2：设 nu∑ 为正项级数，可得 1) 若 1lim 1n

n
n

u
q

u
+

→∞
= < ，则级数收敛；2) 若 1lim 1n

n n

u
q

u
+

→∞
= > ，则

级数发散。 

证明：1) 由定义 2.2 可知，当取
1

2
q

ε
−

= 时，存在 0N > ，当 n N> 时，有 1n

n

u
q

u
ε+ < + ，故当 1q < 时，

1 1 11 1 1
2 2

n

n

qu q
u

ε+ − +
< + = + = < ，所以由比式判别法可知， nu∑ 收敛；又存在 1n

n

u
u
+ 

 
 

的子列
1k

k

n

n

u
u

+  
 
  

，使

得
1k

k

n

n

u
q

u
ε+ > − ( )k N∈ ，故当 1q > 时，

1 1 1 1
2 2

k

k

n

n

u q qq
u

+ − +
> − = > ，故由比式判别法可知，有一个子列所

在的级数不收敛，所以级数 nu∑ 发散，证毕。 

4.2. 上下极限在实变函数中的应用 

定理 4.2 [3]：设 qE R⊆ 为可测集，{ } 1n n
f ∞

=
为 E 上的一列非负可测函数，且 ( ) ( )nf x f x→ 在集合 E

上几乎处处成立，则 

( ) ( )lim d lim dn nE En n
f x x f x x

→∞ →∞
≤∫ ∫  

以上定理 4.3 称为 Fatou 引理，以上也隐含着即使左端被积函数 ( )lim nn
f x

→∞
存在，但是右边积分的

( )dnE
f x x∫ 的极限不一定存在，因此以下极限来代替。而 Fatou 引理对于实变函数中单调收敛定理，勒贝

格收敛定理的证明都起着非常重要的作用，由此也说明了上下极限对于我们处理问题时的关键性。 
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