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Abstract 
In this paper, a description of the John contact points of a regular triangle was given. It was proved 
that the John ellipse of any triangle is circle if and only if this triangle is regular and that the John 
ellipse of a regular triangle is its inscribed circle. 
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摘  要 

本文利用著名的John定理研究三角形的极值性质，刻画了正三角形的John接触点的特征，证明了任意一

个三角形的John椭圆是圆当且仅当该三角形是正三角形。 
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1. 引言 

早在 1948 年，F. John 证明了 n 维欧氏空间 n 中的每一个凸体都包含一个唯一的体积最大的椭球，

现在我们把这个椭球称为该凸体的 John 椭球，当这个 John 椭球是欧氏单位球 B 的时候，F. John 给出了

一组充分必要条件，从而把这个单位球刻画了出来。这就是下面著名的 John 定理(参见[1]-[6])。 
定理 A：n-维欧氏空间 ( )2n n ≥ 中的每一个凸体 K 都包含一个唯一的体积最大的椭球。这个椭球是

球当且仅当 B K⊂ 并且对于某个正整数 m n≥ ，存在一列正实数{ }1

m
ic ，同时在 K 的边界上存在一列单位

向量{ }1

m
iu 满足： 

1

m

i i i n
i

c u u I
=

⊗ =∑ ，                                 (1.1) 

和 

1
0

m

i i
i

c u
=

=∑ ，                                   (1.2) 

这里，算子 i iu u⊗ 定义为对于任意 nx∈ ， ( ) ,i i i iu u x u x u⊗ = ，而 nI 表示 n 上的单位算子。 
条件(1.1)表明{ }1

m
iu 类似 n 中的一组正交基，它的一种等价表示是，对于任意的 nx∈ ，都有下面

的等式成立： 

22

1
,

m

i i
i

x c u x
=

= ∑ ，                               (1.3) 

或者 

1
,

m

i i i
i

x c x u u
=

= ∑ ，                                (1.4) 

其中， ,⋅ ⋅ 表示欧氏空间 n 中通常的内积。关于上述等价关系的详细论述可参考 K. Ball 的文章[2]。 
我们把凸体 K 的边界上满足(1.1)和(1.2)的点称为接触点。 n 中最简单的凸体就是立方体 [ ]1,1 n− ，显

然它的接触点就是 n 中的标准基向量{ }1, , ne e… 以及{ }1, , ne e− −… 。 
本文的主要目的是利用 John 定理对 2 维欧氏平面 2 中三角形的一些性质做些描述，并得到如下两

个结论。 
定理 1：正三角形的 John 椭圆就是它的内切圆。 
定理 2：任意一个三角形的 John 椭圆是圆当且仅当该三角形是正三角形。 

2. 准备知识 

在定理的证明中，我们需要用到重心坐标的概念。众所周知，重心坐标是距离几何中的一个常用概
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念，在三角形中它的定义如下(见[5] [7])： 
设 A 是 2 维欧氏平面 2 中以 { }1 2 3, ,A A A 为顶点的一个三角形，且 M 是 2 中任意一点，记以

{ }2 3, ,M A A ，{ }1 3, ,A M A 和{ }1 2, ,A A M 为顶点的三角形的面积分别为 1 2,S S 和 3S ，则我们称面积比 

1 2 3 1 2 3: : : :S S S µ µ µ=  

为点 M 关于三角形 A 的重心坐标，记为 1 2 3: :M µ µ µ= 。 
从上述定义可知，对于某个点 M 的重心坐标可记为 ( )1 2 3: :µ µ µ ，也可记为 ( )1 2 3: :k k kµ µ µ ，即其

记法并非唯一，是可以相差一个非零的常数因子 k 的。 

对于 M 点的重心坐标 ( )1 2 3: :µ µ µ ，若令 3

1

, 1, 2,3i
i

j
j

i
µ

λ
µ

=

= =

∑
，则

3

1
1i

i
λ

=

=∑ ，则我们称 ( )1 2 3, ,λ λ λ 为点

M 的规范重心坐标，这就是有限元法中的面积坐标。 
假设{ }1 2 3, ,A A A 是某一个正三角形的顶点，且标准单位圆 B 是它的内切圆，我们记 B 与顶点 1 2 3, ,A A A

所对的边 2 3 3 1,A A A A 和 1 2A A 上的切点分别为 1 2,B B 和 3B ，边 2 3 3 1,A A A A 和 1 2A A 上过点 1 2,B B 和 3B 的单位外

法向量分别为 1 2 3, ,u u u 。根据重心坐标定义，通过简单的计算可得 1 2,B B 和 3B 的重心坐标分别为： 

1 1 1 1 1 10 : : , : 0 : , : : 0
2 2 2 2 2 2

     
     
     

。 

因此，对任意一个正三角形，它的接触点的重心坐标具有如下的形式： 

1 10
2 2

1 10
2 2
1 1 0
2 2

 
 
 
 
 
 
  
 

，                                   (2.1) 

其中矩阵的每一行向量代表一个接触点的重心坐标。 

3. 定理 1 的证明 
根据 John 定理，我们只要证明正三角形的内切圆的切点满足 John 定理即可。首先约定 2 维欧氏平

面 2 中的正三角形及相关元素的记号同第 2 节。在此规定下，由重心坐标的定义不难求得坐标原点的重

心坐标为 ( )1:1:1 。令
2 , 1, 2,3
3ic i= = ，则 

( )
3

1

2 1 1 2 1 1 2 1 10 : : : 0 : : : 0 1:1:1
3 2 2 3 2 2 3 2 2i i

i
c B

=

     = + + =     
     

∑ 。 

于是，我们验证了 John 定理中的(1.2)式。 
下面我们将验证向量 1 2 3, ,u u u 满足 John 定理中的(1，1)式。事实上我们只需证明与(1.1)式等价的式子

如下，即对任意 2x∈ ，都有下面的等式成立： 
3

1
,i i i

i
x c x u u

=

= ∑ ，                                (3.1) 

其中，
2 , 1, 2,3
3ic i= = 。 

由于我们所考虑的凸体是 2 中三角形 1 2 3A A A A= Δ ，所以它的 3 个边 1 2 3a A A= ， 2 3 1a A A= 和
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3 1 2a A A= 上的单位法向量 1 2 3, ,u u u 所形成的空间必为 2 ，也即 

( ) 2
1 2 3Span , ,u u u =  。 

因此，对任意的向量 2x∈ ，一定存在实数 1 2 3, ,α α α ，使得 

1 1 2 2 3 3x u u uα α α= + + 。 

分别以 1 2 3, ,u u u 与上式的两端作内积，我们可得 

1 1 1 1 2 1 2 3 1 3

2 1 2 1 2 2 2 3 2 3

3 1 3 1 2 3 2 3 3 3

, , , , ,

, , , , ,

, , , , .

u x u u u u u u

u x u u u u u u

u x u u u u u u

α α α

α α α

α α α

 = + +


= + +
 = + +

 

若记 ( )1 2 3, ,α α α α= ， ( )1 2 3, , , , ,u x u x u xβ = ，且向量 1 2 3, ,u u u 的 Gram 矩阵为 

( )
1 1 1 2 1 3

1 2 3 2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

, , ,
, , , , ,

, , ,

u u u u u u
G G u u u u u u u u u

u u u u u u

 
 = =  
 
 

。 

因此，上面的方程可改写为 
T TGα β= ，                                    (3.2) 

其中 Tα ， Tβ 分别表示α 和 β 的转置。 
考虑到 G 的任一元素 ( ), 1 3i ju u i j≤ ≤ ≤ 是三角形的两个边 ia 与 ja 对应的单位外法向量 iu 与 ju 的

夹角的余弦，又由于法向量 iu 与 ju 的夹角与三角形的边 ia ， ja 所形成的夹角 ( ),i ja a∠ 是互补的，所以 

( ), cos ,i j i ju u a a= − ∠ 。 

我们仍然用 1 2 3, ,a a a 分别表示三角形的边 2 3 3 1 1 2, ,A A A A A A 的边长。对于 ( )cos ,i ja a∠ ，我们有 

( )cos , ji
i j

j

a
a a

a
∠ = ， 

其中 jia 表示边 ja 沿 iu− 方向向边 ia 作垂直投影所得到的投影的长度。 

为了得到 Gram 矩阵 G 的值，我们只需计算
ji

j

a
a

的值即可。由于我们所考虑的是正三角形，所以对于

i j≠ 所有的
1
2

ji

ij

a
a

= ，对于 i j= 所有的 1ji

j

a
a

= − 。这样就得到了矩阵 G，即 

1 11
2 2

1 11
2 2
1 1 1
2 2

 − − 
 
 − − 
 
 − − 
 

。 

由此，把(1.2)和(3.2)式联立可得  
T T

3

1

,

, 0.i
i

G

u x

α β

=

 =



=

∑
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将 1 2 3
2 2 2, , , , ,
3 3 3

u x u x u xα  =  
 

代入上面的方程组可知α 是该方程组的一组解。因此 2 中的任意一点

可以表示成(3.1)式的形式，定理 1 证毕。 

4. 定理 2 的证明 

首先，我们介绍 H. J. Brascamp 和 E. H. Lieb 建立的一个著名不等式作为引理(参见[3] [4])，它可以

被看作卷积不等式的推广，被称为 Brascamp-Lieb 不等式。 
引理 4.1：设{ }1

m
iu 是 n 中的一列单位向量，{ }1

m
ic 是一列正实数，使得它们满足下面的等式： 

1

m

i i i n
i

c u u I
=

⊗ =∑ 。 

如果 ( ): 0, , 1, ,if i m→ ∞ =  是一列可积函数，那么 

( ) ( )( )
1 1

, d d
ii

n

m m cc
i i i

i i
f u x x f t t

= =

≤∏ ∏∫ ∫ 
。                      (4.1) 

F. Barthe 在文[3]中给出了引理 4.1 等式成立的一组必要条件，即下面的引理。 
引理 4.2：设{ }1

m
iu 是 n 中的一列单位向量，{ }1

m
ic 是一列正实数，使得它们满足下面的等式： 

1

m

i i i n
i

c u u I
=

⊗ =∑ 。 

如果{ }1

m
if 是 ( )1L  中不全为零的函数，并且{ }1

m
if 不都是高斯分布的密度函数，那么(4.1)式取等式的必

要条件是 

m n= ， 

并且{ }1

m
iu 是 n 的一组正交基。 

现在我们给出定理 2 的证明。 
由定理 1 立即可得定理 2 的充分性。下面我们证明定理 2 的必要性，即如果三角形 A 的 John 椭圆是

欧氏单位圆 B，那么三角形 A 是正三角形。 
首先我们注意到如果三角形 A 的 John 椭圆是单位圆 B，那么这个圆一定是该三角形的内切圆。如若

不然，那么不妨设 B 与三角形的某个边 ia 不相切，设边 ia 的外法向量是 iu ，那么一定存在一个正实数 ε ，

使得单位圆 B 沿方向 iu 平行移动 ε 后，单位圆 B 不在与三角形 A 的任何边相切。这时一定存在另一个正

实数 ε ′，如果我们对单位圆 B 沿方向 iu 平行移动 ε ′后，再令单位圆 B 做一个膨胀 r，使得膨胀后得到的

圆 rB 成为三角形 P 的内切圆。这与我们的条件——单位圆 B 是 John 椭圆相矛盾。 
因为三角形 A 的内切圆是其 John 椭圆，由 John 定理，存在一组正实数{ }3

1ic 以及在 A 的边界上存在

一组单位向量{ }3

1iu ，使得 
3

2
1

i i i
i

c u u I
=

⊗ =∑ ，                                  (4.2) 

和 
3

1
0i i

i
c u

=

=∑ 。                                    (4.3) 

设 { }2 : , 1,1 3iK x x u i= ∈ ≤ ≤ ≤ ，则 K 也是 2 中的三角形。由于{ }3

1iu 是 A 和 B 的接触点，所以 

{ }2 : , 1,1 3iA x x u i K⊂ ∈ ≤ ≤ ≤ = 。 
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注意到 B 也是三角形 A 的内切圆且 K，A 与 B 有相同的切点{ }3

1iu ，所以我们有 
A K= 。 

现在问题转化为只需要证明 K 是正三角形即可。在下面的讨论中，我们把 3 视为 2 × ，令 

32 1, , 1, 2,3
3 2i iv u i 

= − ∈ = 
 

 。 

3 , 1, 2,3
2i id c i= = 。 

容易验证{ }3

1iu 是单位向量，并且结合(4.2)和(4.3)，我们有 
3

3
1

i i i
i

d v v I
=

⊗ =∑ 。 

定义函数列{ }1

k
if 如下： 

( ) e , 0,
0, 0.

t

i
t

f t
t

− ≥
= 

<

如果

如果
 

对于任意的 3x∈ ，令 

( ) ( )
3

1
, id

i i
i

F x f v x
=

=∏ ， 

由引理 4.1，我们得到 

( ) ( )( )3

3

1
d 1

id

i
i

F x f t t
=

≤ =∏∫ ∫ 
。                           (4.4) 

现在，假设 ( ) 2,x y r= ∈ × ，对于每一个 i，我们有 

2, , , 1, 2,3
33i i

rv x u y i= − = 。 

因为
3

1
0i i

i
c u

=

=∑ ，则存在 j (仅依赖于 y)使得 , 0ju y ≥ 。因此，如果 0, , 0jr v x< < ，则 ( ) 0F x = 。

另一方面，如果 0r ≥ ，则对于每一个 i，当
2i

ru y ≤ 时， ( ) 0F x ≠ 。从而我们可得 

( )

( )

3

1

3

1

2exp ,
33

2exp 3 ,
3

exp 3

i i
i

i i
i

rF x d u y

r c u y

r

=

=

  
= − −      

 
= − +  

 

= −

∑

∑  

因此对于每一个 0r ≥ ，我们可得 F 在平面{ }3: 0x x r= ≥ 上的积分为： 

( )
2

3 3e e
2 2

r rS K S K− −   
=   

   
， 

其中 ( )S K 表示三角形 K 的面积。因此由(4.4)式可得 

( ) ( )2
3

0
1 e d

2 3 3
r S KrS K r

∞ −  
≥ = 

 
∫ ， 
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即 

( ) 3 3S K ≤ 。                                     (4.5) 

注意到(4.5)式的右端正是以单位圆 B 为内切圆的正三角形的面积。 
考虑到函数{ }3

1if 的构造，并对(4.4)式应用引理 4.2，可得(4.4)式等式成立的条件是{ }3

1iv 是 3 的一组

正交基。任取这组正交基中的两个向量 

2 1,
3 2i iv u 

= − 
 

 

和 

2 1,
3 2j jv u 

= − 
 

， 

我们有  

2 10 , ,
3 2i j i jv v u u= = + ， 

所以 

3, ,
4i ju u i j= ≠

 
是一个常数。由于{ }3

1iu 是三角形 K 的三个边上的单位外法向量，因此，K 是正三角形。定理 2 证毕。 
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