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Abstract 
The least squares triangular Legendre Galerkin with numerical integration method for elliptic equa-
tions is investigated. The method is based on least squares formulation, but Legendre Galerkin with 
numerical integration is applied to the discretization in time, which combines the advantages of the 
Legendre Galerkin with numerical integration with the symmetric and positive definite systems be-
ing obtained by our scheme. For the calculation of variable coefficients, the Legendre-Gauss-Lobatto 
(or Chebyshev-Gauss-Lobatto (CGL)) collocation points can be used. Some numerical examples are 
given to verify the spectral accuracy and effectiveness of the proposed method. 
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摘  要 

研究三角形域上椭圆型方程的最小二乘三角单元Legendre Galerkin数值积分法。该方法基于最小二乘原
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理，在离散时采用Legendre Galerkin数值积分处理，使得格式既有Legendre Galerkin数值积分实施方

便的优势，同时又有对应的代数方程的系数矩阵具有的对称正定的特点。对变系数部分的计算，则用

Legendre-Gauss-Lobatto (或Chebyshev-Gauss-Lobatto)配置点插值处理。给出数值算例验证格式的谱

精度。 
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1. 引言 

本文中考虑三角形区域上如下椭圆型方程 

( ) ( )
( )

( )

, , , ,

0, , ,

0, , ,
D

N

p b p cp f x y x y

p x y

n p x y

∆−∆ + ⋅∇ + = ∈Ω


= ∈Γ
 ⋅∇ = ∈Γ

                           (1.1) 

其中 ∆Ω 为三角形区域， ( )T
1 2b b b= ，以及 ( ), 1, 2ib c i = ， ( ),f x y 均为给定的光滑函数，n 表示沿着边界

D NΓ Γ 的单位法向量。 
近年来，最小二乘有限元由于其结合了混合有限元法的优点已经被应用于流体力学领域中，如 Stokes

方程和 Navier-Stokes 方程等的数值求解[1] [2]。该方法的优点是可以避免 Ladyzhenskaya-Babuška Brezzi 
(LBB)稳定性条件，所以等阶的插值多项式可用于所有变量，且所离散得到代数方程的系数矩阵具有对称

正定的特点[3]。在求解时便于利用合适的迭代方法，如共轭梯度法等。为了得到高阶精度方法，有部分

学者发展偏微分方程的最小二乘谱方法。文[4]中提出了椭圆型边值问题的拟谱最小二乘法，但是对于

Chebyshev 情况误差估计受其权函数影响而得不到最优。文[5]则研究耦合 Legendre 与 Chebyshev 方法且

数值分析中避免了 Chebyshev 权函数的影响从而得到最优的误差估计。最小二乘拟谱方法还被应用于流

体力学领域中 Stokes 方程的数值求解[6]。 
谱方法由于其对于光滑解的偏微分方程有高阶谱精度，因此它与有限元法和有限差分法等一起成为

偏微分方程重要的数值解法[2]。近年来，谱方法和拟谱方法被广泛应用于各领域数理模型的计算，如

Navier-Stokes 方程[7]和 Fokker-Planck 方程[8]等等。为了克服经典谱方法对矩形区域的依赖，基于 Duffy’s
三角形映射，文[9] [10]中发展了三角单元谱方法。文[11]中通过引进新的三角形映射研究了问题(4.4)的三

角谱方法。该映射提供均匀的网格点映照[12] [13]，基于该映射，在[13]中考虑了三角单元谱元法，并在

[12]中研究了相应的逼近理论与构造椭圆方法的三角谱元法。近年来，文[14]研究了耦合三角单元和矩形元

谱元法。文[15]发展了椭圆方程和 Stokes 方程的三角谱元法且推广到三棱柱谱方法[16]。本文中利用文[11]
的三角形映射，我们研究椭圆方程(4.4)的最小二乘三角单元 Legendre Galerkin 数值积分(LST-LGNI)解法。 

2. 记号与三角形映射 

对于任意非负整数 s，设 ( )sH Ω 为经典的Sobolev空间，其中 s⋅ 和 ⋅ 分别表示范数和半范数。当 0s =

时，则 ( ) ( )2 sL HΩ = Ω ，且 ( ),
Ω

⋅ ⋅ 和
Ω

⋅ 分别为它的内积与范数 ( )2L Ω 。为了简单起见，记 
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( ){ } ( ){ }ˆ ˆ ˆ ˆ: , : 0 , , 1 , : , : 1 , 1 .x y x y x y x y x y∆Ω = < + < Ω = − < <


 

对于任意的 ( ),x y ∆∈Ω ，文[11]中给出了 ∆Ω 到Ω


的一个新型映射 T： 

( )( ) ( )( ) ( )1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 3 , 3 1 , , .
8 8

x x y y x y x y= + − = − + ∀ ∈Ω                       (2.1) 

令 ( ) ( )2
0 4 1x y x yω = − + − − ，则 T 的逆映射 1T − ： 

0 0ˆ ˆ1 , 1 .x x y y x yω ω= + − − = + − −  

如文[11]中得到 Jcobian 为： ( ) ( )( ) ( ) 0ˆ ˆ ˆ ˆ: det , , 2 16 8J x y x y x y ω= ∂ ∂ = − − = 。因此，可定义内积为： 

( ) ( )ˆ, ˆ,u v Ju v
∆Ω Ω
=



或者 ( ) ( )1
0, , 8.ˆ v̂ vu uω

∆

−
Ω Ω
=                          (2.2) 

文[11] [13]指出：由(2.2)得到若 N
u
n
∂

Γ
∂

在 ∆Ω 的斜边中点
1 1,
2 2

 
 
 

存在，则经过变换后有 

( )
( )ˆ ˆ 1,1

0,ˆ ˆx yv v∂ + ∂ =                                      (2.3) 

设 [ ]2ˆ
N N=  其中 N 表示 [ ]1,1− 次数不超过 N 多项式空间。因此，有限维空间可定义为： 

( )
( ){ }ˆ ˆ 1,1

ˆ ˆˆ : : 0 .ˆN N x yv v vV = ∈ ∂ + ∂ =                               (2.4) 

设 ( ) ( ) ( ){ }: , : 0 , , , ,N i j i j N i j N Nγ = ≤ ≤ ≠ 和记 ∆Ω 上与 N̂V 对应的有限维空间为 NV 。文[11] [13]定义拟

插值 ( ):L
N NI C V∆Ω → 为 

( ) ( ), 0: , , , ,N
N ij ij i j Ni ju u x y i jφ γ

=
= ∈∑                               (2.5) 

其中 ( ) ( )ˆ ˆ ˆ, ,ij i j i ju u x y xu y= = ，但 ˆNNu 则由 ( )
( )ˆ ˆ 1,1

0ˆ ˆx N y Nu u∂ + ∂ = 所确定和 ( ){ }
, 0

,
N

i j i j
x y

=
是 ∆Ω 在上与 LGL

配置点对应的点。 

3. LST-LGNI 格式 

引进通量 u p= ∇ 则 

( ) Γ 0, Γ 0,N Du uτγ∇× = =  

其中 u n uτγ = × ，n 和 τγ 分别对应边界 DΓ 的单位法向量和单位切向量。如文[1]得到一阶方程组为 

( )
0, in

, , in
0, in

u p
u b u cp f x y

u

∆

∆

∆

−∇ = Ω
−∇ ⋅ + ⋅ + = Ω
∇× = Ω

                             (3.1) 

其中边界条件为 

Γ 0, Γ 0, Γ 0.D N Dp n u uτγ= ⋅ = =  

设 

( ){ }1: : 0 ,DV v H v= ∈ Ω∆ Γ =  

( ){ }21: : 0, 0 .D DW v H n v vτ = ∈ Ω∆ ⋅ Γ = Γ =   

定义系统(3.1)在 2L 范数下的最小二乘函数为： 
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( ) 2 2 2, ; ,F v p f f v b v cq v q v
∆ ∆ ∆Ω Ω Ω

= +∇ ⋅ − ⋅ − + −∇ + ∇×                     (3.2) 

其中 ( ),v q W V∈ × 。即，对应的最小值问题为：求 ( ),u p W V∈ × 满足 

( )
( )

( )
,

, ; inf , ; .
v q W V

F u p f F v q f
∈ ×

=  

因此，上述对应的变分格式为：求 ( ),u p W V∈ × 满足 

( ) ( ) ( ), ; , , , , ,a u p v q f v q v q W V= ∀ ∈ ×                             (3.3) 

其中 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

, ; , ,

, , ,

, , .
p q

a u p v q u b u cp v b v cp

u v u v

f v q f v b v cq

∆

∆

∆

= ∇ ⋅ − ⋅ − ∇ ⋅ − ⋅ − Ω

+ −∇ −∇ + ∇× ∇× Ω

= − ∇ ⋅ − ⋅ − Ω

 

 
设 ( )N ∆Ω 为三角形区域 ∆Ω 上对应有限维空间 ˆ

N 的所有次数不超过 N 多项式的空间。设 

( ) ( )2
, .N N N NW W V V∆ ∆= Ω = Ω                                (3.4) 

最小二乘函数(3.2)离散形式为： 

( ) ( ) 2 2 2

, ,,
, ; ,N N N N NN NN

F v q f I f v I b v cq I v q I v
∆ ∆∆ Ω ΩΩ

= +∇ ⋅ − ⋅ + + −∇ + ∇×  

其中 ( ), N Nv q W V∈ × ， NI 为 Legendre-Gauss-Lobatto (LGL)插值算子，或者 Chebyshev-Gauss-Lobatto (CGL)
配插值算子。 

类似地，得到离散的最小问题为：求 ( ),N N N Nu p W V∈ × 使得 

( )
( )

( )
,

, ; inf , ; .
N N

N N N Nv q W V
F u p f F v q f

∈ ×
=                              (3.5) 

因此，最小二乘三角形 Legendre Galerkin 数值积(LST-LGNI)格式为：求 ( ),N N N Nu p W V∈ × 使得 

( ) ( ) ( ), ; , , , , ,N N N N N Na u p v q f v q v q W V= ∀ ∈ ×                          (3.6) 

其中 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

, ; , , ,

, , , , ,
N N N N N N N N

N N N

a u p v q u I b u cp v N

N N

I b v cq

u p v q u v
∆

∆ ∆

= ∇ ⋅ − ⋅ + ∇ ⋅ − ⋅ + Ω

+ −∇ −∇ Ω + ∇× ∇× Ω
 

( ) ( )( ) , , , .N N Nf v q I f v I b v cq N∆= − ∇ ⋅ − ⋅ + Ω  

4. 数值算例 

为了验证格式(3.6)的谱精度和有效性，本节给出一些数值算例且与一些三角单元谱方法进行比较。

下面定义离散的 2L 误差为： 

( ) ( )( )
1 2

2

, 0
, , ,

N

N N l m l m lm
l m

E u x y u x y w
=

 
= − 
 
∑  

其中 ( ){ } , 0
,

N
l m l m

x y
=
和{ } , 0

N
lm l m

w
=
分别为 LGL 节点和其对应的数值积分权函数。 
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例 4.1：考虑问题(4.1)， ( )0,0b = ，以及 0c = 。精确解为 

( ) ( )( ), ,x yp x y xy e e+= −                                    (4.1) 

( ) ( )
( )( )

1
, .

1 10 1 10
xy x y

p x y
x y

− −
=

+ +
                                (4.2) 

文[17]中采用 Chebyshev 配置方法对该算例进行计算，这里则用 LST-LGNI (3.6)计算。表 1 中分别给

出了文[18]和我们的格式(3.6)的关于 L2-范数的数值误差，其中误差的定义为 N
N

E
E

N
= 以及 1lmw = 。数值

结果表明，该方法具有高阶谱精度且文[18]中给出的数值结果类差不多。 
 
Table 1. Error in L2-norm for example 4.1 
表 1. 例 4.1 中的 L2-范数误差 

对于解(4.1)情况的误差 NE  对于解(4.2)情况的误差 NE  
 LST-LGNI (3.6) [18] LST-LGNI (3.6) [18] 
4 3.78e−06 1.94e−05 5.33e−02 1.55e−02 
8 6.43e−12 2.04e−11 2.11e−03 7.75e−04 

16 1.08e−16 2.12e−16 8.53e−06 3.34e−06 
32 4.22e−16 4.29e−16 2.62e−10 6.40e−11 

 

例 4.2：考虑问题(4.4)，其中 ( )0,0 , 1b c= = 。精确解分别为(4.1)和图 1 中给出了最大值点误差和离散

的 L2-误差且数值结果显示误差具有高阶谱精度。表 2 中给出数值表明该方法的谱精度优于[19]方法。 
 

 
Figure 1. Maximum point error and L2-norm error; On the left hand side: Error of the exact solution (4.1), on the right hand 
side: Error of the exact solution (4.3), where 3.2α = , 2β =  
图 1. 最大值点误差和 L2-范数误差。左侧：精确解为(4.1)的误差情况；右侧：精确解(4.3)的误差情况，其中 3.2α = 和 2β =  
 

例 4.3：考虑问题[11] 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

2 , , , ,

0, , ,

0, , .
D

N

x p b p x y p f x y x y

p x y

n p x y

∆−∇ ⋅ + ∇ + ⋅∇ + + = ∈Ω
 = ∈Γ
 ⋅∇ = ∈Γ

                    (4.4) 

精确解如文[11]中给出为 
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Table 2. Error in L2-norm for example 4.2 
表 2. 例 4.2 中的 L2-范数误差 

 2.5α β= =   3.3, 2α β= =  

 LST-LGNI (3.6) [19]的三角谱元法 LST-LGNI (3.6) [19]的三角谱元法 

4 1.456460e−06 5.935656e−03 9.240142e−08 3.956740e−04 

8 5.429909e−08 1.209618e−04 1.035330e−09 4.921643e−07 

16 8.277807e−09 1.535837e−05 8.285786e−11 3.218648e−08 

32 2.199061e−09 3.634080e−06 1.396800e−11 4.817740e−09 

 

( ) 1 3, sin 3 3 .
2 4

x y xp x y e y y+ −
  

= − +      
                            (4.5) 

为了验证我们的方法 LST-LGNI (3.6)对变系数为多项式情况也是有效的。在该算例中将我们的数值

结果与文[11]的三角形Legendre谱方法的进行比较。表 3中分别给出文[11]中三角谱方法与LST-LGNI (3.6)
的数值结果。由此注意到格式(3.6)谱精度比[11]中给出的要稍好一些。 
 
Table 3. Error in L2-norm for example 4.3 
表 3. 例 4.3 中的 L2-范数误差 

LST-LGNI (3.6) 三角形 Legendre 谱方法[11] 

 L2-errors Max-error L2-errors Max-error 

20 1.135e−13 1.673e−13 2.075e−14 9.892e−14 

24 1.056e−14 1.266e−14 1.344e−13 6.971e−13 

28 1.031e−14 1.610e−14 2.109e−13 1.000e−12 

32 1.450e−14 2.254e−14 8.701e−14 3.211e−13 

5. 总结 

本文研究了最小二乘 Legendre Galerkin 的数值积分的方法。该方法结合最小二乘，离散时采用

Legendre Galerkin 数值积分处理，使得格式计算方便且导出的代数方程系数具有对称正定的特点，求解

时允许采用如共轭梯度法。数值实验验证该方法具有高阶谱精度。更有意义是考虑复杂区域上的微分方

程的求解，类似文[14]进一步将结合三单元与矩形元发展高效的最小二乘谱元格式。 
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