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摘  要 

在这篇文章中，我们将考虑李代数上的复结构的形变，主要是与复流形的情况作类比，我们期待会有一

些新的现象出现。此外，预期目标：为李代数上复结构的形变建立一个完整的理论，并期望在这个理论

的基础上，进一步加深关于李代数上复结构的形变与复流形的形变之间联系的理解。我们引入Banach
不动点定理(压缩映像原理)作为新方法解决了李代数上的形变问题，并给出相关结论的新证明，这一证

明极大地简化了Kodaira-Spencer的工作，更给了我们在做形变问题时的新视角。 
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Abstract 
In this paper, we will consider the deformation of complex structures on Lie algebras, mainly by 
analogy with the case of complex manifolds. We expect some new phenomena to emerge. In addi-
tion, the expected goal is to establish a complete theory of the deformation of complex structures 
on Lie algebras, and to further deepen the understanding of the relation between the deformation 
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of complex structures on Lie algebras and the deformation of complex manifolds on the basis of 
this theory. We introduce Banach fixed point theorem (compressed image principle) as a new 
method to solve the deformation problem on complex manifold, and give a new proof of related 
conclusions, which greatly simplifies Kodaira-Spencer’s work, and gives us a new perspective on 
deformation problems. 
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1. 引言 

在复几何中，Kodaira-Spencer 形变理论占据了一个核心地位，它深入研究了复结构如何在复流形家

族中发生变化。这一理论不仅为我们提供了理解复流形模空间的新视角，还为复几何中的许多问题提供

了有力的工具。在复几何中，复流形是一个核心概念，它描述了一种具有复结构的流形。而模空间，则

是一个参数化所有具有某种特定性质的复流形的空间。研究模空间，就是研究这些复流形如何随参数变

化而变化。Kodaira-Spencer 变形理论正是为了研究这一问题而诞生的。Kodaira-Spencer 变形理论的核心

在于研究复结构在复流形家族上的变化。这里，复流形家族指的是一个参数化的复流形集合，其中每个

流形都对应一个参数值。通过这一理论，我们可以了解当参数发生变化时，复结构是如何随之变化的。

具体来说，Kodaira-Spencer 变形理论定义了一个称为 Kodaira-Spencer 映射的映射，它将切向量空间映射

到复流形的二阶外尔上同调群。这个映射为我们提供了复结构变化的精确描述，使我们能够量化地分析

复结构的变化。Kodaira-Spencer 形变理论在复几何中有着广泛的应用。首先，它为我们提供了一种研究

复流形模空间的有效方法。通过这一理论，我们可以更好地理解模空间的几何结构和性质。其次，

Kodaira-Spencer 形变理论还为研究复几何中的其他问题提供了有力工具。例如，在代数几何中，它可以

帮助我们研究代数曲线的模空间，从而深入了解代数曲线的性质和分类。 
幂零流形 Γ\G 上左不变的复结构等价于 G 的李代数 g上的复结构，正是这个原因，幂零复流形的上

的信息很大程度上是由李代数 g决定的。这个事实启发我们研究有限维李代数上的复结构及其形变。关

于维数小于或等于 6 的李代数上的复结构已有很多分类结果。但是，关于李代数上的复结构的形变方面

研究目前还很少，所以，有必要对李代数上的复结构的形变问题做一个比较系统的研究，这将有助于我

们对幂零复流形上复结构形变的理解。 
本文给出了幂零李代数上复结构形变理论的某些全局结果。首先，利用霍奇理论和 Banach 不动点定

理，提出了一种简单的求解复结构变化的障碍方程的方法，从而对 Kodaira-Spencer 和 Kuranishi 的局部

形变理论提供了更简单的处理方法。该方法具有一定的全局性，也适用于各种形变理论中更一般的

Maurer-Cartan 方程。 

2. 预备知识 

定义 1 [1]：(李群)：一个李群是一个C∞ 流形 G，G 也是一个群，使得 : G G Gµ × → ， ( ),a b ab 和

: G Gτ → ， 1a a−
 ，其中 ,µ τ 是光滑的。 
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定义 2 [1]：(李代数)：李群上所有左不变向量场的集合称为李代数，且与李群在单位元处的切空间

同构。将 eT G 记为 g。 
定义 3 [2]：一个李代数被称为是幂零的，如果存在滤链 1 1 0n na a a a−⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆ =  g，[ ] 1, iia a +⊆g ，

使得 n 充分大时， 0na = 。 
定义 4 [3]：若 ( )0,1 1,0,A M T Mϕ ∈ ，在距 M 有限距离的近复结构的集合与所有 ( )0,1 1,0,A M T Mϕ ∈ 的

集合之间存在双射对应关系，使得 p X∈ 的每个点上映射 1 00 ,1,: T M T Mϕϕ → 无特征值 1，则称ϕ 是一个

Beltrami 微分。 

定义 5 [3]:若一个 Beltrami 微分ϕ 满足 Maurer-Cartan 方程： [ ]1 ,
2

ϕ ϕ ϕ∂ = ，则称ϕ 为一个可积性

Beltrami 微分。 
引理 6 [4]：Hodge 理论意味着存在 Green 算子 G 和调和投影在 Laplacians 算子 ∂ 对应的 Hodge

分解中且有下面等式： G G I∂ ∂= = −  ， G G∂ = ∂， * *G G∂ = ∂ ， 0G G= =  。此外还有： 0∂ ==∂ ，
** 0= =∂ ∂  。 

3. 李代数上复结构的形变 

3.1. 带有复结构的李代数 

令 g为一个 2n 维的实李代数，在 g上的一个近复结构由一个同态 :J →g g所定义，且 2 1J = − 。如

果近复结构 J 满足： 

 [ ] [ ] [ ] [ ], , , , , , ,0JX JY X Y J JX Y J X JY X Y− − − = ∀ ∈g  (1.1) 

或者满足： 

 1,0 1,0 1,0, ,  ⊆ g g g  (1.2) 

则称近复结构 J 为 g上的一个复结构。 1,0g 是在复化李代数 = ⊗


g g ( )1,0 0,1= ⊕


g g g 上的复结构 J
的 1− 特征空间，这样的一对带有复结构的李代数被记为 ( ), Jg 。在 g上有两个复结构 0J 和 1J ，如果存

在一个李代数同构 :f →g g使得 0 1fJ J f= ，则两结构 0J 和 1J 等价。在外代数 * *k
k⊕Λ = Λg g 上，存在

Chevalley–Eilenberg complex。可以参考文献[5] 

 ( )* * 2 * 2 1 * 2 *:, 0 0d dn nd −→Λ → →Λ →Λ → →Λg g g g g  (1.3) 

微分定义为： ( ) [ ] *, : , , , ,d x y x y x yω ω ω ∈= − ∀ ∈g g . g上的复结构 J 导致了一个分解： d = ∂ + ∂ ，使

得 2 2 0∂ = ∂ = 。 

3.2. Banach 不动点定理 

定理 1 [6] (Banach 不动点定理)： ( ),E  为一个 Banach 空间，F 为 E 的一个闭子集，若有一压缩映

射 :f F F→ ，则存在一个唯一的解 x F∈ ，使得 ( )f x x= 。 
定理 2：令 ( ),E  为一个 Banach 空间，且假设 F 为 E 的闭子集，给出 y F∈ ，令 k 为 F 上的一个压

缩映射，即对 1 2,x x F∀ ∈ ，有 ( ) ( ) ( )1 2 1 2 , 0,1k x k x x x− ≤ ϒ − ϒ∈ 。若 ( )y k x F+ ∈ 对 x F∀ ∈ ，则存在唯

一的 x F∈ ，使得 ( ) ( )yx K x y K x= = + 。 

证明：事实上，如果我们定义 F 上的算子 yK ： ( ) ( )yK x y K x= + 对任意 x F∈ 。则 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2y yK x K x y K x y K x K x K x x x− = + − + = − ≤ ϒ − ， ( )yK x F∈ 。即 ( )yK x 是一

个压缩映射，因此由定理 1 可得证存在唯一的 x F∈ 使得 ( ) ( )yx K x y K x= = + 。 
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命题 1：( ), .E 为一个 Banach 空间，F 为 E 的一个闭子集， 1x F∈ 定义序列{ } 1n nx F
≥
∈ ，记 1x y= 且

( )( )nx y K y K y= + + + ， ( )1n nx y K x+ = + 对任意 1n ≥ ，则存在 x F∈ 使得 lim nn
x x

→∞
= 。 

B 为单位圆盘 ( ){ }1 1, , |
k

N
N N kt t t t t tε ε∆ = = ∈ = + + <   的解析子集，且

k

N
ε∆ ⊆  ，0 B∈ ，( ), Jg

为带有复结构的李代数，在 B 上 ( ), Jg 的全纯形变意味着族 ( ) ( )0,1 1,0t t Bφ ∈Λ ⊗ ∈g 使得： 

1) ( )tφ 在 t 处是全纯的且 ( )0 0φ = ； 

2) ( ) ( ) ( )1 , ,
2

t t t t Bφ φ φ∂ = ∀ ∈   。 

定义算子 , , 1: p p +∂ Λ → Λ  ，且 ∂算子能被扩展为： 

 1,0 1,0 0 0, , 1 ,: +∂ Λ ⊗ → Λ ⊗ g g  (1.4) 

{ }zα 为 1,0g 的一组基底且 0 1,0,qzα
αϕ ϕ= ⊗ ∈Λ ⊗ g ， 

 ( ): 1 qz zα α
α αϕ ϕ ϕ∂ = ∂ ⊗ + − ∧ ∂  (1.5) 

对于足够小的 t，每一个 ( )tφ 决定在 g上的一个复结构 tJ 。 
在带有左不变复结构的紧复幂零流形 ( ): ,M G J= Γ ，其中 G 是一个实李群， GΓ ⊂ 为 G 的离散子群，

J 为 G 上的一个左不变复结构，记 g为 G 的李代数。对给定任意的 Beltrami differential 

( )( )0,1 1,0,A G T Gψ ∈ Γ Γ ，对 Maurer-cartan 方程 [ ]1 ,
2

ψ ψ ψ∂ = 的两边同时作用算子 *G∂ ，得到： 

[ ]* *1 ,
2

G Gψ ψψ ψ ψ+ ∂ ∂+= ∂ ，令η ψ=  ， *Gξ ψ= ∂ ， ( ) [ ]*1 ,
2

K Gψ ψ ψ∂= 。得到： 

 ( )Kψ η ξ ψ= + ∂ +  (1.6) 

由于李代数上复结构的小形变与紧商空间形式 GΓ 的带有左不变复结构的紧复幂零流形 

( ): ,M G J= Γ 的复结构小形变是等同的。且李群 G 上的复结构诱导了在紧商空间 GΓ 上的复结构，李群

G 上的左不变复结构也诱导了 G 上李代数 g上的复结构，仍然记为 J。我们可以参考文献[5] [7]。 

3.3. 形变等式 

引入霍尔德范数有以下不等式： [ ]* , k k kk
G Cϕ ψ ϕ ψ∂ ≤ ， ( )( )0,1 1,0, ,A G T Gϕ ψ∀ ∈ Γ Γ ， kC 为一

常数与 ,ϕ ψ 无关，其中 GΓ 为一紧商空间，记赋范空间 ( )( )( )0,1 1,0, , . kA G T G EΓ Γ = ，E 的完备化为一

Banach 空间。令
1

2k
kC

δ = ，我们定义 F 为 E 的一个闭子集： { }| kkF Eϕ ϕ δ= ∈ ≤ 。给定一个 

( )( )1,01 ,G T Gη∈ Γ Γ ，我们引进算子 K： ( ) [ ]*1 ,
2

K Gϕ ϕ ϕ= ∂ ，有以下定理： 

定理 3：如果算子 K 满足 ( ) ( )K Kϕ ψ ϕ ψ− ≤ ϒ − ， ( )0,1ϒ∈ 。其中 ( ) ( ),K K Fϕ ψ ∈ ，对任意的

, Fϕ ψ ∈ ，F 为 E 的闭子集，则算子 K 满足 Banach 不动点定理。。 

证明：令 , F Eϕ ψ ∈ ⊂ ，有估计 [ ]* , k k kk
G Cϕ ψ ϕ ψ∂ ≤  

( ) ( ) [ ] [ ] [ ]( )

( )

* * *1 1 1, , ,
2 2 2

1 1
2 2
1 1 12
2 2 2

k k
k

k kk k k k k

k k k
k

K K G G G

C C

ϕ ψ ϕ ϕ ψ ψ ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ

δ ϕ ψ ϕ ψ
δ

− = ∂ − ∂ = ∂ + −

≤ + − ≤ + −

= − = −
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而 ( ) [ ]*1 ,
2

K Gϕ ϕ ϕ= ∂ ， 

( ) [ ]* 21 1 1 1,
2 2 2 2 4

k
k k kk kk

k k

K G C δϕ ϕ ϕ ϕ ϕ δ δ
δ

= ∂ ≤ ≤ = ≤  

( ) [ ]*1 ,
2

K G Fϕ ϕ ϕ= ∂ ∈  

所以满足 Banach 不动点定理条件：即有唯一的 Fϕ ∈ 使得 [ ]*1 ,
2

Gϕ ϕ ϕ= ∂ 。 

定理 4：若 ( ) ( )K Kη ηϕ ψ γ ϕ ψ− ≤ − ， ( )0,1γ ∈ ，对任意的则 , Fϕ ψ ∈ ， ( )( )1,01 ,G T Gη∈ Γ Γ 算

子 ( )K Fη ϕ ∈ 且满足
2
k

k

δη ≤ ， ( ) [ ]*1 ,
2

K Gη ϕ η ϕ ϕ= + ∂ ，且 ( )Kη ϕ 满足 Banach 不动点定理，即存在唯

一解 Fϕ ∈ 使得 ( )Kη ϕ ϕ= 。 

证明：

( ) ( ) [ ] [ ] [ ]( )

( )

* * *1 1 1, , ,
2 2 2

1 1
2 2
1 1 12 .
2 2 2

k k
k

k kk k k k k

k k k
k

K K G G G

C C

η ηϕ ψ ϕ ϕ ψ ψ ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ

δ ϕ ψ ϕ ψ
δ

− = ∂ − ∂ = ∂ + −

≤ + − ≤ + −

= − = −

 

( ) [ ] [ ]* *

2

1 1, ,
2 2
1 1 3 .

2 2 2 4

kk k
k

k
k k k

k

K G Gη ϕ η ϕ ϕ η ϕ ϕ

δ δ δ δ
δ

= + ∂ ≤ + ∂

≤ + = ≤
 

所以 ( )K F Eη ϕ ∈ ⊂ ，对任意 ( )( )0,1 1,0,A G T Gϕ ∈ Γ Γ 则由定理二可证得：存在唯一的 Fϕ ∈ ，有

( )Kη ϕ ϕ= 。 

我们之前由 Maurer-Cartan 方程推导出 Kuranishi 形式 [ ]*1 ,
2

G ψψ η ξ ψ= + ∂ + ∂ 。其中η ψ=  且

( )( )0,0 1,0* ,A G T GGξ ψ∂ Γ= Γ∈ ，我们的方法适用于给出这些方程的解，只要
2
k

k

δη ξ+ ∂ ≤ 。接下来我

们考虑这个问题，当这个解ϕ 给出 Maurer-Cartan 方程的解时，我们在这里提供了一个证明： 

推论 1：令 Fϕ ∈ 为 Kuranishi 等式 [ ]*1 ,
2

G ψ ψψ η= + ∂ 的解，若 [ ]0,2 , 0ϕ ϕ = 则ϕ 给出 Maurer-Cartan

方程的光滑解且 * 0ϕ∂ = 。 

证明：令 [ ]1 ,
2

ϕ ϕ ϕΦ = ∂ − ，需证 0Φ = ，因为 [ ]*1 ,
2

Gϕ η ϕ ϕ= + ∂ ，且 ( )1 1,0η∈ g 。 

所以 

[ ] ( ) [ ]

[ ] [ ]

( )[ ] [ ]

[ ] [ ]

* *

*

*0,

*

2

1 1, ,
2 2
1 1, ,
2 2
1 1, ,
2 2
1 1, ,
2 2

G G

G G

G

G

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

∂

∂

∂ = ∂∂ = −∂ ∂

= − ∂ ∂

= Ι − − ∂ ∂

= − ∂ ∂
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所以 [ ] [ ] [ ]*1 1 1, , ,
2 2 2

Gϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+Φ = − ∂ ∂  

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

* * *

* *

1 1, , , ,
2 2

1, , , ,
2

G G G

G G

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

  Φ = − ∂ ∂ = −∂ ∂ = −∂ +Φ    
 = −∂ Φ + = −∂ Φ    

 

[ ] [ ]* *, ,k k k
G Gϕ ϕΦ = −∂ Φ = ∂ Φ  

1
2 2

k
k kk k k k

k

C ϕ δ
δ

Φ
Φ ≤ Φ ≤ Φ =  

0Φ = ，即 [ ]1 ,
2

ϕ ϕ ϕ∂ = 。 

再证ϕ 是光滑的：ϕ 满足椭圆方程： 

[ ] [ ]

( )[ ] [ ]* 0,

* *

2 *

1 1, ,
2 2
1 1, , .
2 2

G Gϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂= ∂ = ∂

= ∂ Ι − = ∂

  


 

椭圆方程的标准正则性理论表明，在带有左不变复结构的紧复幂零流形 ( ): ,M G J= Γ 上的解ϕ 是光

滑的。 

不难看出，上述论证证明了如果 [ ]0,2 , 0ϕ ϕ = ，方程 [ ]*1 ,
2

Gψ η ξ ψ ψ= + ∂ + ∂ 的解也是相应的 Maurer- 

Cartan 方程的解。我们将其总结为以下命题。 

推论 2：令 Fϕ ∈ 为Kuranishi型等式 [ ]*1 ,
2

G ψψ η ξ ψ= + ∂ + ∂ 的解，若 [ ]0,2 , 0ϕ ϕ = ，则ϕ 给出Maurer- 

Cartan 方程的光滑解。 

证明：令 [ ]1 ,
2

ϕ ϕ ϕΦ = ∂ − ，需证 0Φ = ，又 [ ]*1 ,
2

Gϕ η ξ ϕ ϕ= + ∂ + ∂ ，且 ( )( )1,01 ,G T Gη∈ Γ Γ  

所以 

[ ] [ ]*1 1, ,
2 2

Gϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∂ = − ∂ ∂  

所以 

[ ] [ ] [ ]*1 1 1, , ,
2 2 2

Gϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+Φ = − ∂ ∂  

[ ] [ ]* *1 , ,
2

G Gϕ ϕ ϕΦ = − ∂ ∂ = −∂ Φ  

则 

[ ] [ ]* *, ,k k k
G Gϕ ϕΦ = −∂ Φ = ∂ Φ  

1
2 2

k
k kk k k k

k

C ϕ δ
δ

Φ
Φ ≤ Φ ≤ Φ =  

所以 0Φ = ，即 [ ]1 ,
2

ϕ ϕ ϕ∂ =  
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再证ϕ 是光滑的：ϕ 满足椭圆方程： 

[ ] [ ]

( )[ ] [ ]0

*

,2

*

* *

1 1, ,
2 2
1 1, ,
2 2

G Gϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

∂ ∂ ∂= ∂ = ∂

= ∂ Ι − = ∂

  


 

椭圆方程的标准正则性理论表明，在带有左不变复结构的紧复幂零流形 ( ): ,M G J= Γ 上的解ϕ 是光

滑的。 
由于李代数上复结构的小形变与紧商空间形式 GΓ 的带有左不变复结构的紧复幂零流形

( ): ,M G J= Γ 的复结构小形变是等同的。所以由我们的推论 1 和推论 2 可得结论： 

4. 结论 

结论 1：令 ( ) 0,1 1,0tφ ∈Λ ⊗ g 为 Kuranish 等式 [ ]*1 ,
2

G ψ ψψ η= + ∂ 的解，若 ( ) ( )0,2 , 0t tϕ ϕ =   ，则φ 给

出 Maurer-Cartan 方程 [ ]1 ,
2

φ φ φ∂ = 的光滑解。 

结论 2：令 ( ) 0,1 1,0tφ ∈Λ ⊗ g 为Kuranishi型等式 [ ]*1 ,
2

G ψψ η ξ ψ= + ∂ + ∂ 的解，若 ( ) ( )0,2 , 0t tϕ ϕ =   ，

则ϕ 给出 Maurer-Cartan 方程 [ ]1 ,
2

φ φ φ∂ = 的光滑解。 

5. 总结 

本文给出了在李代数上的复结构形变理论的某些全局结果。首先，利用霍奇理论和 Banach 不动点定

理，提出了一种简单的求解复结构变化的障碍方程的方法，又因为李群 G 上的复结构诱导了在紧商空间

GΓ 上的复结构，李群 G 上的左不变复结构也诱导了 G 上李代数 g上的复结构，仍然记为 J。这样一来，

李代数上复结构的小形变与紧商空间形式 GΓ 的带有左不变复结构的紧复幂零流形 ( ): ,M G J= Γ 的复

结构小形变是等同的。这加深了我们对幂零李代数复结构形变的理解，从而对形变等式的相关命题有了

新的证明即推论 1 和推论 2。如此一来我们得到了结论 1 和结论 2。我们对 Kodaira-Spencer 和 Kuranishi
的局部形变理论提供了更简单的处理方法，具有一定的全局性，且将带有左不变复结构的紧复幂零流形

( ): ,M G J= Γ 上形变等式的结论过渡到李群 G 的李代数上。该方法也适用于各种形变理论中更一般的

Maurer-Cartan 方程。在这个理论的基础上，进一步加深关于李代数上复结构的形变与紧复幂零流形上复

结构的形变之间联系的理解。 
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