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摘  要 

令 nA 是2次Jacobson根为零的型Nakayama代数， 

nA 是2次Jacobson根为零的 型Nakayama代数。

本文考虑了 nA 与 

nA 的k-张量 

n k nA A⊗ 上的不可分解模的分类问题，并给出其在同构意义下的计数公式。 
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Abstract 

Let nA  be the Nakayama algebra of type   with quadratic Jacobson radical to be zero and nA  

be the Nakayama algebra of type   with quadratic Jacobson radical to be zero. In this paper, we 
consider the k-tensor 

n k nA A⊗  of nA  and nA  and the classification of the indecomposable 

 

 

*第一作者。 
#通讯作者。 

https://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2024.144138
https://doi.org/10.12677/pm.2024.144138
https://www.hanspub.org/


周建国 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2024.144138 308 理论数学 
 

modules over 

n k nA A⊗ . Moreover, we provide a counting formula to computing the number of 

isoclasses of indecomposable 

n k nA A⊗ -modules. 
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1. 引言 

本文总是假设 k 是代数闭域，且所讨论的 k-代数均是有限维的连通代数。给定三个代数 A，B 和 C
以及 ( ),A C -双模 A CM M= 和 ( ),C B -双模 C BN N= ，作为右 C-模的 M 和作为 C-模的 N 的张量定义为一

个 k-向量空间 CM N⊗ 与 C-双线性映射 : CM N Nh M× → ⊗ 构成的二元组 ( ),CM N h⊗ ，简记为

( )CM N⊗ ，使得对任意 k-向量空间 G 和任意 C-双线性映射 :h M N C× → ，唯一存在 k-线性映射 
: Cg M N G⊗ → 使得 gh f=  (例如参考[1]的第二章)。张量在数学、物理甚至其它领域有着广泛应用，

因此其在代数领域中占据了举足轻重的地位，例如在代数的同调性质[2] [3]，Hochschild 同调性质[4] [5] 
[6]，表示论性质[7]等方面均有体现。 

型Nakayama代数是代数表示论中最基本的有限维代数之一，其中，线性定向的遗传型Nakayama
代数是构成温驯代数(gentle algebras)的基本单位，线性定向的非遗传型 Nakayama 代数则是一类特殊的

弦代数(string algebra)，它总是同构于某个三角矩阵代数的商。线性定向的 型 Nakayama 代数总是非遗

传的，它是一元多项式环的直接推广。可见 Nakayama 代数在代数领域扮演者举足轻重的作用。 
代数的表示型问题是代数表示论中的核心问题之一，其研究包括对代数的不可分解表示的分类与计

数，Clebsh-Gordan 问题[8] [9] [10] [11] [12]，给定代数的表示型的判定[13] [14]，Brauer-Thrall 猜想(该猜

想第一猜想[15]-[22]和第二猜想[22] [23] [24] [25] [26]，参见[27]的 IV.5)等。无限表示型又分为驯表示型

和野表示型。鲍炎红教授就对遗传型代数作为 k-模时的张量(以下简称 k-张量)的表示型进行了判断，

并给出所研究的张量代数是驯/野表示型的充分条件[13]。那之后，文献[14]的作者进一步考虑了任意型

代数的多重 k-张量，给出了其中一类多重张量代数表示有限的充分必要条件，并从其推论 4.1 可看出两

个代数的张量只有较为特殊的情形下才有可能是表示有限的，例如包络代数 op:e
n n k nA A A= ⊗  ( nA 是二次

Jacobson 根为零且整体维数有限的 Nakayama 代数，这是一种 ⊗ 型代数)是表示有限代数，其不可分 

解模的同构类数为 234 7 1
3 3

n n n+ − +  [28]。由于大部分的张量代数表示无限，因此，张量代数上的不可分 

解模在同构意义下分类较为困难。 
本文将聚焦一类 ⊗  型张量代数 n nA A⊗   (记号说明见例 1)，对此代数上的不可分解模在同构意义

下进行分类，并给出其不可分解模的同构类数的计数公式，并为之后对和 型代数的多重张量代数的

表示型研究做好预备工作。本文结构安排如下：本文的第 1 节介绍本文需要的一些预备知识，包括代数

的 k-张量与特殊双列代数上的不可分解模的刻画，即 Wald-Waschbusch 对应定理。在第 2 节，本文引入

交错 V-序列的概念，并利用交错 V-序列和 Wald-Waschbusch 对应定理对 n nA A⊗  上的不可分解模进行描
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述。第 3 节是本文的主要结论，包括不可分解 n nA A⊗  -模在同构意义下的分类以及计数公式。 

2. 预备知识 

文章的这一部分我们将介绍一些预备知识，包括对代数的张量及其箭图表示的复习，以及 Wald 和

Waschbusch 在文献[29]中对特殊双列代数的部分工作。且为了方便起见，本文对所使用的记号作出如下

约定。对给定代数 A，用 QA (在不引起混淆时，则用 Q)表示其箭图，这里箭图 Q 指的是四元组由顶点集

Q0，箭向集 Q1，以及两个函数 1 0, :s t Q Q→ 构成的四元组 ( )0 1, , ,Q Q Q s t= ，其中： ,s t 分别将 Q1中的箭向

映射到此箭向的起点和终点。本文所讨论的 A-模在不特殊说明的情况下，默认为右 A-模，且对 Q 上的任

意两个箭向 a，b，当 ( ) ( )t a s b= 时其乘法定义为箭向的复合 ab；否则其乘法定义为 0。ab 也被称作长度

2 的路径(path)。自然地，我们可以定义任意长度的路径以及路径的复合。由上，Q0 和 Q1 可以自然地被

看作长度 0 的路径的集合以及长度 1 的路径的集合。全体长度 l 的路径构成的集合记作 Ql。特别地，本

文所讨论的代数 A AA kQ I= 的箭图 QA都是连通的，IA总是由 QA上的路径的 k-线性组合生成的 k-向量空

间，且总是加上 IA是可许理想。二元组 ( ),A AQ I 称为 A 的有界箭图(bound quiver)。上述记号约定均是沿

用于[27]。 

2.1. 代数的张量 

设 A 和 B 是 k-代数，其作为域 k 上的向量空间的张量 kA B⊗ 也是一个 k-代数，其维数满足 

( )dim dim dimk k k kB A BA⊗ = ⋅ 。显然，当 A 和 B 都是有限维 k-代数时，则 kA B⊗ 也是。特别地，如果 A
和 B 都是基代数(basic algebra)，即对 A (分别地，B)的完全本原正交幂等元组 ( ) { }, |1A iE e iA m= ≤ ≤  (分
别地， ( ) { }, |1B jE e jB m= ≤ ≤ )，有 , ,A i A je A e A≅/  (分别地， , ,B i B je B e B≅/ )对任意 i j≠ 恒成立，则 kA B⊗ 也

是基代数。对任意的基代数Λ，它总是可以同构于某个箭图QΛ 的路代数 kQΛ 的商 kQ IΛ Λ 。特别当 IΛ 是
可许理想(admissible ideal)时，QΛ 被唯一决定。于是，可假设

k kk A B BAB kQA I⊗ ⊗⊗ ≅ ，其完全本原正交幂

等元组由 Cartesian 积 ( ) ( )E A E B× 完全刻画，其元素写为 , ,A i B je e⊗ 。于是， kA B⊗ 的箭图
kA BQ ⊗ 由 

( ) ( )E A E B× 和下式完全决定： 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2
, , , ,

2 2
, , , , , , , ,

rad rad

rad rad rad rad

A i B j k k A ı B

k A i A ı A i A ı k B j B B j B

e A A e

e Ae

e B B e

e Be e Bee Ae

⊗ ⊗ ⊗ ⊗

≅ ⊗



 

 

其中，记号“ k≅ ”表示 k-向量空间的同构，其 k-线性维数描述了 ( ),i j 到 ( ),ı  的箭向数。理想
kA BI ⊗ 则由

AI ， BI ，以及张量的运算性质自然诱导。 
另一方面，还可以按下述方式定义有界箭图的张量。 
定义 1. 对两个有界箭图 ( ),Q I′ ′ 和 ( ),Q I′′ ′′ ，其图张量 ( ) ( ), ,Q I Q I′ ′ ′′ ′′⊗ 定义为 ( )( ), ,Q T IQ I′′ ′′ ′′⊗ ，其

中 QQ′ ′′⊗ 是按下述方式给出的四元组 ( ) ( )( )0 1, , ,Q QQ Q s t′′′ ′ ′′⊗ ⊗ ，称为箭图张量(或有向图张量)： 

1) ( ) 0 00Q QQ Q′ ′=′′ ′′⊗ × 是 Cartesian 乘积； 
2) ( ) ( ) ( )1 0 0 11Q Q QQ Q Q′′ ′′ ′ ′ ′′⊗ × ×′=  ，其中， 1 0QQ′ ′′× 中的元素记作 jeα ′′⊗ ， 0 1QQ′ ′′× 中的元素记作 ie β′⊗ ，

这里 0Q′和 0Q′′分别看作Q′和Q′′上长度 0 的路径构成的集合； 

3) 对任意的 ( )1 0 1je Q QQ Qα ′′ ′′ ′′⊗ ∈ × ⊆ ⊗′ ′ ，定义 ( ) ( )( ),js s jeα α=′′⊗ ， ( ) ( )( ),jt t jeα α=′′⊗ ；同时对

任意的 ( )0 1 1i Q Qe Q Qβ′ ′′ ′′⊗ ∈ × ⊆ ⊗′ ′ ，定义 ( ) ( )( ),i i ses β β=′⊗ ， ( ) ( )( ),i i tet β β=′⊗ 。 

( ),T I I′ ′′ 是有下述三类 k-线性组合生成的 k-向量空间： 
a) jer′ ′′⊗ ，其中， r′是 I ′的生成元； 
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b) i re′ ′′⊗ ，其中， r′′是 I ′′的生成元； 
c) ( ) ( ) ( ) ( )u s r ve e e eβ α α β⊗ ⊗ − ⊗ ⊗ ，其中 : u vα → ， : r sβ → 是箭向，如下图所示。 

 

 
 

Herschend 指出，两个有限维基代数 A 和 B 的 k-张量 kA B⊗ 的有界箭图 ( ),
k kA B A BIQ ⊗ ⊗ 与这两个有限

维基代数的有界箭图 ( ),A AQ I 和 ( ),B BQ I 的图张量 ( )( ), ,Q T IQ I′′ ′′ ′′⊗ 一致，即下述定理。 
定理 1. (Herschend [7], Proposition 3)设 A AA kQ I≅ 和 B BB kQ I≅ 是有限维代数，则 

( ) ( ),kA B k Q IQ T I′′ ′⊗′ ′′⊗ ≅ 。 

例 1. 用 n 和 1n−
 分别表示线性定向的 Dynkin 型箭图 

2 111 2 na a a n−→ → → ， 

和 Euclid 型箭图 
 

 
 

并令 ( )2radn n nA A kk= =   ， ( )2
1 1radn nn kB A k − −= =  

   ，则 kn nA A⊗  是一类 ⊗  型有限维 k-
代数，其箭图为如图 1 所示。 
 

 

Figure 1. The quiver of n k nA A⊗   

图 1. n k nA A⊗  的箭图 
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( )rad nk 和 ( )1rad nk −
 分别表示 nk 和 1nk −

 的全体极大理想的交，并称之为 Jacobson 根。我们将 nA
和 nA 分别称为 2 次 Jacobson 根为零的 Nakayama 代数。 nA 和 nA 具有很多良好的性质，比如它们上面的

不可分解模作为线性空间时的维数总小于或等于 2。本文将证明 n k nA A⊗  是表示有限代数，并给出其不可

分解模的完全同构类。值得注意的是，对于线性定向型 Nakayama 代数 A′和线性定向 型 Nakayama
代数 B′，如果至少有一者不是 2 次 Jacobson 根为零的 Nakayama 代数，则 kA B′⊗ ′很可能是表示无限的， 

例如当 7n ≥ 时，取

n n

k
A

k k
×

 
 ′  
 
 

≅  



和 [ ] 2xB k x′ ≅ ，这时，在线性定向的 Euclidean 7
 型(见[27], VII.2,  

page 252])代数上，存在一族不可分解模(在同构意义下，其个数无穷多)可以自然地视为 kA B′⊗ ′上的不可

分解模，进而得到 kA B′⊗ ′表示无限。 

2.2. 特殊双列代数 

特殊双列代数是一类重要的代数，它与 gentle 代数[30]有着密切的联系。Wald 和 Waschbusch 对特殊

双列代数的模范畴展开了研究，并完全刻画了特殊双列代数上的不可分解模和不可约态射[29]。为便于读

者阅读，本节将分为三个部分：特殊双列代数及其定义；V-序列的定义及其对特殊双列代数上的不可分

解模的描述；以及 Wald 和 Waschbusch 的对应定理。 

2.2.1. 特殊双列代数 
满足下述条件的有界箭图 ( ),Q I 被称为一个特殊双列有序对。 
1) I 是可许理想(admissible ideal)； 
2) 对任意给定的 0v Q∈ ，存在至多两个箭向 1, Qα β ∈ ，使得 ( ) ( )v t tα β= = ； 
3) 对任意给定的 0v Q∈ ，存在至多两个箭向 1, Qα β ∈ ，使得 ( ) ( )v s sα β= = ； 
4) 对箭向 1Qα ∈ ，如果存在 1 2 1, Qβ β ∈ 使得 ( ) ( ) ( )1 2t s sα β β= = ，则 1αβ ， 2αβ 至少一者属于 I； 
5) 对箭向 1Qβ ∈ ，如果存在 1 2 1, Qα α ∈ 使得 ( ) ( ) ( )1 2t t sα α β= = ，则 1α β ， 2α β 至少一者属于 I。 
定义 2. 当有限维代数 A kQ I= 的有界箭图 ( ),Q I 是特殊双列对时，则称 A 是特殊双列代数。 
例 2. n k nA A⊗  是特殊双列代数。 

2.2.2. V-序列 
设 A kQ I= 是特殊双列代数。对有界箭图 ( ) ( )0 1, , , , ,Q I Q Q s t I= ，定义 ( ),Q I 的形式逆有界箭图是

( ) ( )1 1 1 1 1
0 1, , , , ,Q I Q Q s t I− − − − −= ，其中， 1

0 0Q Q− = ， { }1 1
1 1|Q Qα α− − ∈= ， ( ) ( )1s tα α− = ， ( ) ( )1t sα α− = ，且

对 1Q− 上的路径 1−℘ ， 1 1I− −℘ ∈ 当且仅当 I℘∈  (这里，对 1 nα α℘=  ，定义 1
1 1 1

nα α− − −=℘  )。换言之，

对 Q 上的每一个箭向 : i jα → ，( )1 1,Q I− − 为它赋予了一个形式逆 1 : j iα− → 。自然地，对任意 1
1 1Q Qω −∈ 

可以进一步定义 ( ) 11ω ω
−− = ，且对任意长度 0 的路 0e Q∈ ，定义 1e e− = 。 

定义 3. ([29], Definitions 2.1, 2.2). 设 ( ),Q I 是特殊双列有序对。 
1) 有界箭图 ( ),Q I 上的长度 n 的 V-序列(V-sequence)是定义在 ( ) ( )1 1, ,Q I Q I− −

 上的序列 

21 nω ωω ω=  ，使得： 
- ω 不存在形如 1αα− 的子序列； 
- 对ω 的任意形如 1 tα α 的子序列 ( 1 1,, t Qα α ∈ )，有 1 t Iα α ∉ ； 
- 对ω 的任意形如 1 tα α 的子序列 ( 1

1 1, , t Qα α −∈ )，有 1
1 t Iα α −∉ 。 

如果两个 V-序列 21 nω ωω ω=  和 1 2 nω ωω ω′ ′ ′ ′=  满足 1ω ω ±′= ，则称它们是等价的，记作ω ω′ 。特

别地，规定 0 是平凡 V-序列。习惯上，用 [ ]ω 表示与ω 等价的全体 V-序列构成的等价类，用 ( )V A 表示
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全体 V-序列的等价类构成的集合。此外，对ω 上的任何一条路径℘和 I 的任何一个元素 1
t
i i ir k== Σ ℘ ，始

终有 i℘≠℘  ( 1 i t≤ ≤ ) (即℘不为 r 的任何去系数分量 i℘ )，则称 ω 是一个无关系依附的 V-序列 
(V-sequence without relation)。全体无关系依附的 V-序列的等价类构成的集合记作 ( )V A 。 

2) 有界箭图 ( ),Q I 上的长度 n 的本原 V-序列(primitive V-sequence) 是定义在 ( ) ( )1 1, ,Q I Q I− −
 上的

V-序列 21 nβ β β β=  ，使得： 
- ( ) ( )s tβ β= ； 
- 对任意 1t ≥ ， tβ 是 V-序列； 
- 对任意 V-序列 β ′， tβ β ′≠  ( 2t ≥ )。 
两个本原 V-序列 21 nω ωω ω=  和 1 2 nω ωω ω′ ′ ′ ′=  如果满足 [ ] 1tω ω ±= ′  (其中， [ ]tω 表示 1 2t t n tω ω ω+ + + ，

这里对整数 x，记号 x 表示 x 对 n 取余数后再加上 1，即 mod 1x x n n= + ∈ )，则称它们是等价的，记作

ω ω′ ，用 [ ]ω 表示与ω 等价的全体本原 V-序列构成的等价类，用 ( )pV A 表示全体本原 V-序列的等价类

构成的集合。 

2.2.3. Wald-Waschbusch 对应定理 
下面定理由Wald-Waschbusch给出，它指出V-序列和本原V-序列可以用来刻画特殊双列代数上的不

可分解模。 
定理 2. (Wald-Waschbusch 对应定理)设 A 是特殊双列代数， ( )ind mod A 是其全体不可分解对象的同

构类构成的集合。则存在满射 

( ) ( )( ) ( )V pV ind mod:AM A A A× →  ， 

使得 ( )( ) ( )( )V pVI |m m |IA AA AM M × = ∅  ，其中 表示全体特征值非零的 Jordan 块构成的集合。特别

地，如果 A 上的投射–内射模都是单列模，则 AM 是双射。 
例 3. 考虑 2 2kA A A= ⊗  ，其有界箭图为 ( ),A AQ I ，其中 AQ =  

 

 
 

AI 由 2
2rad k ， 2

1rad k  以及张量的运算性质自然诱导。则 A 上全体 V-序列(在等价意义下)可分类如

下： 
1) 长度 0 的 V-序列：共 4 个，由箭图的四个顶点给出； 
2) 长度 1 的 V-序列：共 6 个，由箭图的箭向集给出； 

3) 长度 2 的无关系依附 V-序列：( ) ( ) 1
1 ,1 ,2 2B Aa ee b

−
⊗ ⊗ ，( ) ( ) 1

1 ,2 ,2 1B Aa ee b
−

⊗ ⊗ ，( ) ( )1
1 1,1 ,1B Aa ee b

−
⊗ ⊗ ，

( ) ( )1
1 ,2 ,1 2B Aa ee b

−
⊗ ⊗ ，共 4 个； 

4) 长度 3 的无关系依附 V-序列：共 2 个： 

- ( ) ( )( )1 1
,1 1 1 ,1 ,2 2A B Ab ee e ba

− −
⊗ ⊗ ⊗  

- ( ) ( )( )1 1
,1 2 1 ,2 ,2 1A B Ab ee e ba

− −
⊗ ⊗ ⊗  
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5) 长度 4 的本原 V-序列： 

- ( )( )( ) ( )1 1
1 1 ,1 ,2 1 1 ,2 ,1 1B A B Aa e ae b e beβ

− −
= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ； 

- ( )( )( ) ( )2
1 1

2 ,1 1 1 ,1 ,2 1 ,2A B A Be a eb e b eaβ
− −

= ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ； 

6) 其它 V-序列，它们都不是无关系依附的 V-序列。 
对任何属于 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 V A=   的 V-序列ω ， [ ]( )AM ω 是不可分解 A-模，且 ( )V

|
AAM 是单射。

而对于 iβ  ( 1,2i = )，则是： 

[ ] ( )( ) ( )( ) , 1 1;
,

0, ,
i

A i n

P s n
M

β λ
β λ

 = == 


J
如果 且

其它情形
 

其中， ( )n λ ∈J  表示特征值为λ 的 n 阶 Jordan 块， ( )( )iP s β 是对应于点 ( ) ( )0i As Qβ ∈ 的不可分解投射

模 (且易见它是不可分解的投射–内射模)。对于任何属于 ( ) ( ) ( )6 V V\A A= 的 V-序列ω ，此时是 

[ ]( ) 0AM ω = 。可见，映射 AM 给出了 2 2kA A A= ⊗  的全体不可分解模，共 18 个。 

3. V-序列 

从文章的此处开始，始终记 kn nA A⊗  为 nΛ ，并用 ( ),
n n

Q IΛ Λ 表示其有界箭图。本章将引入交错 V-序
列的概念，并用它给出不可分解- nΛ 模在同构意义下的分类。 

3.1. 交错 V-序列 

定义 4. 有界箭图 ( ),
n n

Q IΛ Λ 上的交错 V-序列(alternate V-sequence) 1 2 lω ωω ω=    
( 1

1 1 1, , l Q Qω ω −∈  )是同时满足下述条件的 V-序列： 

1) 对任意1 i l≤ < ，如果 ( )
1ni QΛω ∈ ，则 ( ) 1

1 ni i
QΛω +

−
∈ ； 

2) 对任意1 i l≤ < ，如果 ( ) 1

1ni QΛω
−

∈ ，则 ( )
11 ni QΛω + ∈ 。 

显然，交错 V-序列一定是无关系依附的 V-序列。由于所有 V-序列可以分为交错 V-序列和非交错 V-
序列两类，因此通过下面引理可知 ( ),

n n
Q IΛ Λ 上的无关系依附的 V-序列都是交错 V-序列(即推论 1)。 

引理 1. 任取 ( )V nω Λ∈ 使得ω 上存在一条长度 2 的子路 1t tωω +  (即 1 1,t t Qω ω + ∈ ，或 1
1

1,t t Qω ω +
−∈ 。这

里不失一般性地假设前者成立)，则 1t tωω + 必为
n

IΛ 的某个生成元的去系数分量。 
证. 根据例 3，易见 tω 或者形如 ,i B ja e⊗ ，或者形如 ,A i je b⊗ 。若 ,t i B ja eω ⊗= ，则由 ( ) ( )1t tt sω ω += ，

可知 1tω + 或者等于 1 ,i B ja e+ ⊗ ，或者等于 , 1A i je b+ ⊗ 。若 11 ,t i B ja eω ++ ⊗= ，则 

( ) ( ), 1 , 1 ,1 ni B j i B j i i B jt t a e a e a a e IΛωω + + +⊗= ∈=⊗ ⊗ ， 

与 V-序列的定义矛盾。所以 , 11 i jt Ae bω ++ ⊗= 。而对于后者， 

( ) ( ) ( ) ( ), , 1 , , 1:
ni B j A i j A i j i B ja e e b er Ib a e Λ+ +⊗ ⊗ − ⊗ ⊗ ∈= ， 

且 r 是
n

IΛ 的生成元。 ( ) ( )1 , , 1i B At jt j ia e e bωω + += ⊗ ⊗ 是 r 的去系数分量。对 ,t A i jbeω ⊗= 的情形，证明

类似。  
推论 1. ( ),

n n
Q IΛ Λ 上的 V-序列是无关系依附 V-序列当且仅当其是交错 V-序列。 

3.2. 

n k nA AM ⊗ 的像 

引理 2. 1) 对任意 ( ) ( )V \ Vn nω Λ Λ∈ ，有 [ ]( ) 0
n

MΛ ω = 。 
2) 对任意 ( )V nω Λ∈ ，当 0ω ≠ 时，有 [ ]( ) 0

n
MΛ ω ≠ 。 
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3) 对任意 ( )pV nω Λ∈ ， [ ] ( )( ), 0 0
n nMΛ ω λ ≠ ≠J 当且仅当 1n = 且 1λ = 。 

4) ( )V
|

n n
MΛ Λ

是单射。 

证. 首先，注意到对任意不可分解投射
n n

kQ JΛ Λ -模 P，radP 或者是单列模，或者是两个不可分解单

列模的直和，其中，
n

JΛ 的生成元由
n

IΛ 中的零关系(即全部长度 2 的路径) 给出，即： 

( ) ( ) ( ) ( )1 , , 1 |1 ;1, , ,
n u v u v A i j A i jJ u na e a e e b e b i n v j nΛ + +⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ≤ ≤ ≤= ∈<  。 

当 radP 是两个不可分解单列模的直和时，P 不是投射–内射模。当 P 是投射–内射模时，radP 是单

列模。又因为有限维 k-代数上的不可分解模的顶部 top radP P P= 是单模，因此当 radP 是单列模时，P 一

定也是单列的，此时得到 P 也是单列的。所以不可分解的投射–内射
n n

kQ JΛ Λ -模是单列模。然后根据

定理 2，得到
n nJkQM

Λ Λ
是双射。 

其次，令
n

IΛ 的全体交换关系(即形如 ( ) ( ) ( ) ( ), , 1 , , 1 ,:i B j A i j A i j i B j i ja e a re b e b e+ +⊗ ⊗ − ⊗ =⊗ 的生成元)构成

的集合为 { }, 1 ,1|i j i jC n nr= ≤ < ≤ ≤ ，并自然地记 { }, ,1|1
n i j n i n nC jJ rΛ Λ ≤ <+ ≤= ≤+ 。于是得到下述满

同态 

( ) ( ):
n n n n n nn nJ I IkQ kQ C kQΛ Λ Λ Λ Λ Λπ Λ Λ→ =+ ≅ 。 

它诱导了如图 2 所示的交换图。 
 

 
Figure 2. Commutative graph 
图 2. 交换图 

 
其中(注意 Fπ 和Gπ 只是映射而非函子，且上述交换图亦可通过定理 2 以及 Wald-Waschbusch 在文献

[29]中的相关工作指出)： 
• 对 ( ),

n n
Q JΛ Λ 上的(本原) V-序列ω ，若其同时也是 ( ),

n n
Q IΛ Λ 上的(本原) V-序列ω ，则 

[ ]( ) [ ]Gπ ω ω= ；若ω 不是 ( ),
n n

Q IΛ Λ 上的(本原) V-序列ω ，则 [ ]( ) [ ]0Gπ ω = ； 

• 由π 是满射知任意 nΛ -模都可以被自然地看成
n n

kQ JΛ Λ -模，因此，存在单射从 ( )ind mod nΛ 到

( )( )ind mod
n n

kQ JΛ Λ 的单射 Fπ
 ，而 Fπ 由 Fπ

 按下述方式给出：对任意不可分解的
n n

kQ JΛ Λ -模

M，若存在不可分解 nΛ -模 N 使得 ( )F N Mπ = ，则 ( )F M Nπ = ；否则 ( ) 0F Mπ = 。 

由推论 1，对 ( ),
n n

Q JΛ Λ 上的(本原) V-序列ω ，它看到 ( ),
n n

Q IΛ Λ 上的(本原)序列时，有如下情形： 

a) ω 不是 ( ),
n n

Q IΛ Λ 上的(本原) V-序列，此时，在ω 上存在一条
n

QΛ 上的路径，该路径属于
n

IΛ ； 
b) [ ] ( ) ( )V V\n nω Λ Λ∈ ，即ω 是 ( ),

n n
Q IΛ Λ 上的 V-序列，但不是无关系依附的； 

c) [ ] ( )V nω Λ∈ ，即ω 是 ( ),
n n

Q IΛ Λ 上的无关系依附 V-序列； 

d) [ ] ( )Vp nω Λ∈ 。 
下面证明(1)。对任意 ( )V nω Λ∈ ，将其视为 ( ),

n n
Q JΛ Λ 上的 V-序列ω ，有 
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[ ]( ) [ ]( )( ) [ ]( )( )n n n nJkQM G MM F
Λ ΛΛ Λ π πω ω ω= = ；                         (∗ ) 

对任意 ( )pV nω Λ∈ ，将其视为 ( ),
n n

Q JΛ Λ 上的本原 V-序列ω ，有 

[ ] ( )( ) [ ]( ) ( )( ) [ ]( ) ( )( ), 0 , ,
n n n nn n k nJQM M G F M

Λ ΛΛ Λ π πω λ ω λ ω λ≠ = =J J J 。 

考虑 ( ) ( ) ( )( )V \ V Vn n nω Λ Λ Λ∈  属于分类(b)的情形，此时，在ω 上存在长度 2 的路αβ 是某个
n

IΛ
的生成元去系数分量(记该生成元为αβ α β′ ′− )，对应地，将它视为 ( ),

n n
Q JΛ Λ 上的 V-序列时， 

[ ]( )
n nkQ JM

Λ Λ
ω 在 Fπ

 的意义下没有非零原像。这是因为，如果存在 ( )0 ind mod nN Λ≠ ∈ 使得 

( ) [ ]( )
n nkQ JF N M

Λ Λπ ω= ，则对 N 的箭图表示 ( ) ( ) ( )10
, 0,

n n
x i Q x QiN Ne

Λ Λ
ϕ

∈ ∈
≠= ， ( ) ( )s sNe Neα α′= ， ( ) ( )t sNe Neα β= ，

( ) ( )t sNe Neα β′ ′= ， ( ) ( )t tNe Neβ β ′= 均非零。由此推知 N 对应的 V-序列必有形如 ( ) 1αβ α β −′ ′ 的子序列。再由定

理 2，N 对应的 V-序列只能是无关系依附的，这与
n

IΛαβ α β′ ′− ∈ 矛盾。因此必有 [ ]( )( ) 0
n nJkQF M

Λ Λπ ω = 。

再由(∗ )，就得 [ ]( ) 0
n

MΛ ω = 。同理考虑ω 属于分类(c)和(d)的情形，可证明(2)和(3)。 
下面证明(4)。由(1)和(2)可知若存在 [ ] [ ] ( ), V nω ω Λ′ ∈ 使得 [ ]( ) [ ]( )n n

M MΛ Λω ω′= ，则 

[ ]( ) [ ]( )( ) [ ]( )( ) [ ]( )n nn n n nJ JkQ kQM M MF F M
Λ Λ Λ Λπ Λ π Λω ω ω ω′ ′= = =  。 

由
n nJkQM Λ Λ 是双射，可知在 ( ),

n n
Q JΛ Λ 上有 [ ] [ ]ω ω′= ，于是 ( ) ( )G Gπ πω ω′   =   ，即在 ( ),

n n
Q IΛ Λ 上

有 [ ] [ ]ω ω′= 。所以， ( )V
|

n n
MΛ Λ

是单射。  

4. 主要结论 

本节对 n n nk AAΛ ⊗=  上的不可分解模进行完全分类。首先，由引理 2 (3)，可知 nΛ 上的不可分解模可

以分为两个部分：对应于交错 V-序列的不可分解模和不可分解的投射–内射模。更精确地说，有下述定理： 
定理 3. 存在双射 

( ) ( ) ( )V pV ind modn n nΛ Λ Λ→  

将 ( )V nω Λ∈ 映射为 [ ]( )n
MΛ ω ，将 ( )pV nβ Λ∈ 映射为 [ ] ( )( )1, 1

n
MΛ β J 。 

证. 由引理 2 的(4)可知 ( )V
|

n n
MΛ Λ

是单射，所以 ( )V nΛ 与 ( )( )V
im |

n n
MΛ Λ

在映射
n

MΛ 的意义下一一对应。 

再者，对每个 ( )pV nβ Λ∈ ，由引理 2 的(3)可知 ( )( ), 0
n nMΛ β λ ≠J 当且仅当 1n = 且 1λ = ，且更精确

地说，在
n n

kQ JΛ Λ 中， [ ] ( )( ) [ ] ( )( ), ,
n n n nkQ k mJnJ QM M

Λ Λ Λ Λ
β λ β µ′=J J 当且仅当 [ ] [ ]β β ′= ，n m= 且λ µ=  

(这是因为
n nJkQM

Λ Λ
是双射，见引理 2 的证明)。所以，由图 2 所给的交换图，可知 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )( ) [ ] ( )( )( ) [ ] ( )( )1 1 1 1, 1 , 1 , 1 , 1
n nn n n nkQ kQJ JM M MF F M

Λ Λ Λ Λπ Λ π Λβ β β β′ ′= = =J J J J  ， 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( )1 1, 1 , 1β β ′⇒ =J J  

于是 [ ] [ ]β β ′= ，这意味着 ( )( ) ( ){ }1, 1 | pV
|

n n
MΛ β β Λ∈J

是单射。于是
n

MΛ 按下述图示诱导了从 ( )pV nΛ 到 

( )PI :nΛ = {不可分解投射–内射 nΛ -模}的双射。 

( ) ( ) ( ){ } ( )( ) ( ){ } ( )1( , (1))
1 11 1 1 1pV pV 1 , 1 | p IV PnM

n n n n
Λβ βΛ Λ β β Λ Λ− −→ × = ∈ →J J J 。 

最后，由于对其它 V-序列 ( ) ( )V \ Vn nω Λ Λ∈ ，由引理 2 的(1)可知 [ ]( ) 0
n

MΛ ω = 。所以， 

( ) ( )( ) ( )V
im | PIind mod

n nn nMΛ Λ
Λ Λ=  。 
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由定理 2 (即 ( )( ) ( )( )V pVim | im |
n nn n

M MΛ ΛΛ Λ × = ∅  )可知上式右侧的并集是不交并，这就得到了双射 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }( )1 1
1V pV V pV 1n n n nΛ Λ Λ Λ−→ × J   

( )( ) ( ) ( )1 1
V

im i mP nd d| oI
n n n nMΛ Λ

Λ Λ−→ = 。  

推论 2. n n k nAAΛ ⊗=  上的不可分解模要么是不可分解的投射–内射模，要么是交错 V-sequence 对应

的模。进一步地，在同构意义下，不可分解 nΛ -模的个数为 3 22n nn+ − 。 
证. 定理 3 给出了不可分解 nΛ -模在同构意义下的完全分类。因此，要计算不可分解 nΛ -模的同构类

数，只需计算 ( ) ( )V pVn nΛ Λ 的元素个数。首先， ( ) ( )( )V V ,n nΛ Λ= 是偏序集，其中，对任意两个交错

V-序列 ( ), V nω ω Λ′∈ ，偏序ω ω′由ω ω′⊆ 定义。易见 ( )V nΛ 的极大元素存在，其总是形如 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
11 1

, 1 , 1 2 ,2 1 ,11, , ,1 2 11A n n A n n A Aj j j j j n jB B j nB ne a eb e b a e a e ee b b
−− −

− − −+ + + + + ++ −
⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ⊗ ， 

其中，对整数 x，记号 x 表示 x 对 n 取余数后再加 1；它们的长度均为 2 1n − ，共 n 个。 
因为任意交错 V-序列一定是且唯一地是的某个极大交错 V-序列的子序列，所以长度 1≥ 的交错 V-

序列由极大交错 V-序列的子序列完全决定，其总数为 2
2C nn 。又，长度 0 的交错 V-序列总数为箭图的顶

点数 2n ；不可分解投射–内射模的同构类数为 ( )1n n − ，于是，不可分解模的同构类数为 

( )2 2
2

32C 1 2nn n n n n n n+ − = + −+ 。  

5. 总结 

本文在[13] [14]以及[28]的基础上考虑了 2 次 Jacobson 根为零的线性定向的型、 型 Nakayama 代

数的张量代数，该张量代数是一个特殊双列代数。特殊双列代数上的不可分解模的刻画可以通过一个从

箭图上的 V-序列和本原 V-序列表述，见 Wald-Waschbusch 对应定理 2，一般说来，该表述是一个满射而

非双射。Wald-Waschbusch 指出当特殊双列代数上的不可分解投射–内射模都是单列模时，Wald- 
Waschbusch 给出的对应是双射，而对于存在非单列的不可分解投射–内射模的情况，则相对复杂。本文

考虑的张量代数正是这一类，我们通过对 V-序列和本原 V-序列进行了更详细的分类，得到了该张量代数

的不可分解模的完全分类以及在同构意义下的计数公式。我们相信，这对研究一般的特殊双列代数乃至

双列代数都是有意义的。 
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